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في هذا الكتاب 


gb‏ هذا الكتاب تلبية للحاجة الكبيرة والمستديمة لطلاب العلوم الطبيعية والعلوم الهندسية 
بمختلف ال مراحل. فالتحليل العددي (أو الطرق العددية) له أهمية خاصة وكبيرة بمختلف المجالات 
المذكورة. os‏ هذا الكتاب كتنقيح وامتداد لأعمال قمت بنشرها Š‏ السابق في هذا المضمار. 

في البداية نعطي تقدها مقتضبا حول أهمية التحليل العددي والعمليات الحسابية والأخطاء 
وتحليلها ؛ ثم نتنقل إلى دراسة الحسبان الفرقي ومختلف المؤثرات الفرقية. بعد ذلك ندرس 
الاستكمال والتفاضل والتكامل العددي؛ ثم نتجه إلى دراسة حلول ا معادلات الجبرية وغير الجبرية 
وحلول المعادلات الآنية الخطية وغير الخطية. 


أما الجزء الأهم في هذا الكتاب فهو يكمن في دراسة الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية 
والجزئية وف АёУШ‏ بواسطة المربعات الصغرى ومسائل القيم الذاتية. 


هذا كما نخصص الفصل الأخير لإعطاء فكرة سريعة عن بعض المواضيع المهمة Jia‏ طريقة 
العناصر المحدودة وإضافات حول تربيعات جاوس LEL‏ وبعض التوزيعات الإحصائية. 


ونود أن نشير هنا إلى أن هذا الكتاب تميز بالوضوح والسلاسة ووفرة الإيضاحات وخصوصاً في 
مجال التطبيقات الحاسوبية فلقد اشتمل الكتاب على эде‏ كبير جدا من الأمثلة المكتوبة مختلف 
لغات الحاسوب من فورتران 90 إلى لغة C‏ وباسكال ودلفي وبيسك ا رثیة وبيسك العادية 
والسريعة ‹ وهي إما من كتابة المؤلف أو من قبل طلاب الدراسات العليا بالأكاديمية والتي كانت 
معطاة لهم كواجبات بيتية عند تدريس ا لقرر لهم. lias‏ بالطبع يعكس ترجمة عملية МАШ)‏ هذا 
الكتاب كمقرر لطلاب العلوم 


mu‏ امقدمة سه 


الطبيعية والهندسية. لابد لي هنا أن أشكر كل الطلاب الذين استعنت بأحد برامجهم في هذا 
الكتاب. 

هذا و يصلح هذا الكتاب للاستعمال كمقرر لطلاب الدراسات الجامعية في المراحل الأخيرة 
حيث يتم الاكتفاء بتدريس الست فصول الأولى» وكمقرر لطلاب الدراسات العليا بأقسام الفيزياء 
والرياضيات والعلوم الهندسية وحيث يتم عندئذ تنفيذ الكتاب بأكمله . 

أرجو من الله العلي القدير أن أكون قد وفقت في أن يكون هذا الكتاب إضافة جديدة و 
جيدة ملمکتبتنا العربية العلمية. 


KA‏ على محمد عوين 
طرابلس - 3/22/ 2007 


يحتوي هذا الفصل على: 


2$ 1 التحليل العددي ! ما هو ؟ 


كل 2.1 الأخطاء ومسبباتها. 
1 مسببات الأخطاء الخطيرة بالحاسوب. 
1 انتشار الخطأ. 


29 3.1 متسلسلة تايلور. 
1 مبرهنة تايلور وتقدير الخطأ. 


2$ 4.1 برامج وبرمجيات. 





1 ما هو التحليل العددي؟ 

للوهلة الأولى وعندما نسمع كلمة «التحليل العددي» ء نعتقد بأنه ذلك المجال الذي نلجأ 
إليه عندما نعجز عن حل المسألة الفيزيائية أو الهندسيةء أو أي مسألة بمجال تطبیقيء حلا رياضياً 
أو تحليليا. ولكن الواقع أن مجال التحليل العددي هو أكبر وأوسع من كل ذلك فالتحليل العددي 
((يشمل تطوير وتقييم الطرق المستخدمة لحساب نتائج عددية ما من معلومات عددية معطاة 
((‹ وهذا الجانب من العمليات هو ما يسمى معالجة المعلومات. 


والتطوير يعني وجود طرق سابقة والمطلوب أن يتم تطويرها حسب ما يواجهنا من تقدم 
علمي وحسب ما يواجهنا من مشاكل في حياتنا العملية. والتقنية التي شهدها ومازال يشهدها 
مجال الحاسوب خير مثال نعطيه هنا. أما التقييم فنعني به مدى دقة الطريقة العددية المستعملة 
وكفاءتها من حيث سرعتها ومتطلباتها. 

وتعريف التحليل العددي على النحو الذي سقناه يوضح بجلاء أن العلوم والتقنية التي نجني 
ثمارها اليوم ما هي У]‏ تراكمات عبر القرون والسنين لبني البشر في كل بقاع الكرة الأرضية. 

ولتوضيح التعريف السابق ببعض الشيء نفترض أن أحدهم هو أستاذ بمدرسة ثانوية لفصل 
به ثلاثون تلميذاً وأراد أن يحسب متوسط الفصل والدرجات القصوى (كبرى وصغرى) لتلاميذه © 
عندئذ 0955 معلومات العددية المعطاة هي эде‏ الطلاب ودرجاتهم في الفترات المختلفة ودرجات 
الامتحانات القصيرة والواجبات البيتية المسندة لهم ودرجات الامتحان النهائي؛ والنتائج المراد 
الحصول عليها هي: متوسط 
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درجات التلاميذ في الفصل والدرجات القصوى وتحديد التراتيب الأولى بين التلاميذ. وفي ذلكم 
يقوم الأستاذ باستعمال طريقة معينة للحساب ورها لزم الأمر استعمال أكثر من طريقة ومن ثم 
اختيار الطريقة الأفضل والأدق من بين كل الطرق المتاحة. 


هذا وتسمى ال معلومات المعطاة معلومات الإدخال эде)‏ الطلاب والدرجات با مثال السابق)ء 
بينما تسمى النتائج المطلوبة بمعلومات الإخراج (المتوسط والتراتیب با مثال السابق). أما الطريقة 
التي تتم بها الحسابات فتسمى بنظام الحساب s|)‏ العد)؛ وباللغة الإنجليزية نظام الحساب هو 
(Algorithm)‏ وهي كلمة مستخرجة من اسم العام العربي الإسلامي "الخوارزمي". ولقد وردت 
هذه الكلمة في مخطوطات غربية قدهة مع أوائل „ае‏ النهضة بأوروبا 89 مراسلات بين علماء تلك 
الحقبة. 


وهكذا تمر العملية الحسابية أو العددية بثلاث مراحل نوضحها كما بالشكل (1.1). 











معلومات الإدخال نظام الحساب معلومات الإخراج 


output algorithm input 





الشكل )1.1( مراحل УЛ‏ التي تشملها معالجة المعلومات 


والمثال الموالي يوضح اللراحل الثلاثة التي تمر بها معالجة المعلومات: 
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مثال )1.1( 
لو أردنا إيجاد حاصل ضرب العددين 15 و 36 فإننا نقوم Ue‏ يلي: 
15 1 
معلومات الادخال 
نظام الحساب 598 
90 
45 


L 540‏ معلومات الاخراج 


معلومات الإدخال هنا هي العددان 15 و 36ء ومعلومات الإخراج هي العدد 540؛ والعملية 
التي قمنا بها من ضرب هي نظام الحساب. 
واختيار نظام الحساب مهم «АБ‏ وعلينا أن نقوم Elo‏ باختیار الأحسن عند معالجة مسألة 


وبالأحسن نعني أن نختار الأسرع والأدق. والتركيز على الدقة بدوره ينبهنا إلى وجود الأخطاء. 
ومصادر الأخطاء عديدة وتتلخص ف الأخطاء الناتجة عن: 
)1( أخطاء الإدخال. 
(ب) أخطاء نظام الحساب. 
(ج) أخطاء الإخراج. 


وأخطاء الإدخال هكن أن تنتج عن عامل شخصي أو إنساني حيث يتم التعامل 
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مع البيانات بإهمال أو يحدث خطأ غير مقصود عند نقل البيانات أو تخزينهاء ورها تنتج 
أيضا عن عامل أو سبب Об J|‏ يكون جهاز القراءة غير دقيق كالأجهزة المستخدمة في مجالات 
العلوم التطبيقية» فهي مهما كانت دقيقة لن تکون ذات دقة كافية. فعندما يعطي الجهاز قراءة 
لكمية ما مثل الكثافة أو الكتلة أو التردد.... إلخ فلا بد وأن تكون هناك نسبة خطأ في تلك القراءة. 


Ul‏ عن الأخطاء في نظام الحساب فإننا نعطي УЧЫ‏ التالي لنوضح أهمية اختيار نظام 
الحساب» وهو مثال على سبيل الذكر لا الحصر. 
مثال (2.1): 

المطلوب إيجاد أصغر (уде‏ معادلة 0 =1+×20- ”×. 
الحل: 


حيث أن الجذرين هما 4/99 E‏ 110 وحيث نصل إلى ذلك بسهولة باستعمال القانون العام 
لإيجاد جذور المعادلة التربيعية في . 


الآن» لو استعملنا ثلاثة أرقام لكل عدد في حساباتنا فإن أصغر الجذرين هو: 
0.10 = 09.9 —210.0 4/99 —10 


ولكن لو استعملنا طريقة أخرىء غير الطريقة المباشرة السابقة أي أنه لو استخدمنا نظام 
حساب ثان وذلك بالضرب ف المرافق فإن: 
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io- وول‎ _ 10 у99)10- J99)_ 1 1 


- 0.05 


(0-499) (10+99) 199 ` 


ومن النتيجتين السابقتين نرى الفارق الكبير الذي أنتجه استعمال نظامين للحساب (الأول 
أعطى ضعف ما أعطاه الثاني). أي أن أنظمة مختلفة للحساب تعطي نتائج مختلفة. 


من هذا المنطلق كان لزاما Ule‏ أن نستخدم نظريات مدعمة لحساباتنا حتى تكون نتائجنا 
صحيحة.و هذا هو بالضبط ما يقوم به التحليل العددي. 
وف جميع الحالات يجب أن نتذكر ما ياي: 


أولاً: لا يمكن і‏ حال من الأحوال أن هثل نموذج رياضي حالة طبيعية مركبة تماما أي أن النموذج 
الرياضي الذي Jie‏ الحالة الطبيعية - أو الفيزيائية- ما هو V]‏ تقريب لتلك الحالة. 


ثانياً: لا توجد طريقة عددية تخلو SU‏ من المشاكل في كل الحالات. 
ثالثاً: لا توجد طريقة عددية تخلو GU‏ من الأخطاء. 
رابعاً: لا توجد طريقة عددية يكون فيها الخطأ أقل ما يمكن في كل الحالات. 
ننوه هنا بأن الحسابات تتم باستعمال الحاسوب ولذلك تستخدم لغات مثل سي (C)‏ 


وفورتران وباسكال وبيسك و ...... إلخ. وعند كتابة البرامج والحصول على نتائج يجب التحقق من 
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1 الأخطاء ومسبباتها 
في المعتاد تقع الأخطاء بالحواسيب؛ غير أن هذه تكون ناتجة Š‏ العادة عن المستعمل. ولي 
يتم التحقق من صحة النتائج وعدم وجود أخطاء يفضل أن تجري عملية حسابية يدوية و لو مرة 
واحدة. إضافة إلى ما تقدم U‏ ما تتخلل الأخطاء الحسابات العددية. وحتى نتمكن من فهم 
الأخطاء ووقوعهاء علينا أن نعلم مصدرها وانتشارها ومقدارها (أو قيمتها). 
وقبل أن نخوض في ذلك دعنا نعطي بعض التعريفات البسيطة: 
الخطأ المطلق 
ويعرف على أنه: 
الخطاً في متغير =a‏ القيمة ا محسوبة (A)‏ - القيمة الحقيقية А-а = (а)‏ 
(ونقصد بذلك الفرق بين القيمة المحسوبة A‏ والقيمة الفعلية(أو المتوقعة) للمتغير (а‏ 
А-а‏ 
а‏ 





الخطأ النسبي = الخطأ ah ١‏ = الق Jl à‏ قيقية = 





الخطأ المئوي = الخطأ النسبي лоо = 100 x‏ 4:4( 


0 
مثال (3.1) 


إذا كانت القيمة الحقيقية a узш‏ هي 5 وكانت القيمة المحسوبة هي 5.1 فأحسب الأخطاء 
المختلفة. 
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الحل: 


لو رمزنا للخطأ ШАЫ‏ في a‏ بالرمز ,6 فإن : 
є,=А-а=5.1—5=0.1‏ 
ويكون الخطأ النسبي ,8 هو: 
E, 1‏ 


& سے‎ — == == 02 
a 


: هو‎ Epor والخطأ المئوي‎ 
£p; = 0.02x100 = 2 


1 مسببات الأخطاء الخطيرة بالحاسوب 

عند استخدام الدقة المفردة نعتقد دائماً أننا das‏ على دقة في عدد معين من أرقام العدد 
(سبعة أو نمانية)؛ ولكن في الحقيقية لا تتجاوز الدقة أرقام بسيطة من العدد وخصوصاً Luis‏ 
نتحدث عن النتيجة النهائية. مثلاً لو كانت الإجابة المرتقبة هى 1.0 فلربمما Ша»‏ على النتيجة 
86 ویکون الخطأ عندئذ هو 0.0006474 وبذلك فإن الثلاثة أرقام الأولى هي الدقيقة 
ونقول بأن لدينا من الدقة ثلاثة أرقام أو أن: ثلاثة أرقام هي ذات معنى. 

والمصدر الحقيقى للخطأ هو التقریب. يبد أنه من الأخطاءٌ الممكنة (وهى أخطاء جدية أو 
خطيرة) بالحواسيب ما يلي: 
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خطأ التقريب الناتج عن جمع أو طرح عدد كبير وعدد صغير. 
خطأ التقريب الناتج عن طرح عدديين متقاربين. 
فيضان الأعداد أو انسيابها السفلي. أي أن يكون العدد الناتج عن الحسابات أصغر من الحد 
المسموح به بالحاسوب المستخدم هنا يتم تجاهل Ji‏ هذه الأعداد في كثير من الحالات 
ومساواتها بالصفر. نفس الشيء يحصل للانسياب الفوقى أو للأعداد الكبيرة dae‏ أي تلك التي 
تفوق المدى المسموح به بالحاسوب. 
القسمة على عدد صغير جداً. 
التقريب أثناء عمليتي الضرب والقسمة البسیطتینء فمثلاً لو استخدمنا حواسيب تعمل 
بأربعة أرقام فقط للحصول على ناتج العملية: 

x 5591-17119642‏ 3062 
فان الناتج يكتب على الصورة ‹0.1711х10*‏ مثل هذه الحواسيب تستخدم Š‏ المفاعلات 
النووية وتجارب الفضاء. 
الخطأ الكمي وهذا له علاقة بالتعبير عن الأعداد بالصيغة الثنائية. 
خطأ الإخراجء فمثلاً لو استعملنا الشفرة ۴8.3 لإخراج العدد 0.01563 يكون الناتج المطبوع 
هو 0.016 أو 0.015 . وهذا بالطبع يعتمد على برمجة الحاسوب وما إذا قد برمج بحيث 
يسمح بالتقريب الذي درسناه في ا مراحل الأولى من تعليمنا. 
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1 انتشار الخطأ 

لتتبع الخطأ وإيجاد الخطأ الكلي في النتيجة النهائية sl)‏ في الإجابة النهائية) نقوم بدراسة 
انتشار الخطأ. 

بداية دعونا نتعرض للموضوع من خلال دراسة العمليات البسيطة المختلفة من جمع وطرح 
وضرب وقسمة ثم نتطرق للموضوع في أنحاء متفرقة من هذا الكتاب كلما تقدمنا نحو دراسة 
عمليات أخرى مركبة. 

لیکن لدينا العددان b да‏ وهما مثلان القيمتين الصحيحتين (أو الفعليتين) لمتغيرين a‏ و b‏ 
في برنامجنا الحسابي» ولو افترضنا أن الخطأ المطلق فيهما هو E,‏ و ,ع على التوالي olè‏ الخطأ 
ينتشر خلال العمليات الأربع كما يلي: 


× الجمع: оз‏ الخطأ Enp‏ هو 


GS mE 0000000 AR (1.2) 
هو‎ “ab الضرب: يكون الخطاً‎ × 
&,706,*b&, /—  ) == (1.3) 
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والصيغ المعطاة أعلاه نوضحها كما يلي: 

حيث أن : -B-bs2,-A-a‏ & 

فإنه في حالة الجمع والطرح نرى أن : 
Eu = (A+ B)- (a +b)‏ 
А-а)+(В-Ь)‏ = 


: أما في حالة الضرب فإن‎ 
£, = AB -ab 
= (а + e, (b+ e,)- ab 
= ab 4 (ae, be, ) t £ €, —ab 








= ae, t be, 
وحيث أهملنا الحد ,€ £ لكونه حداً من الرتبة الثانية وهو صغير.‎ 
: بالنسبة لعملية القسمة نرى أن‎ 
A a Ab-aB 
Ei = = 
%» B b ЫВ) 
_ (a e, )b - a(b 2;) 
b( +ë,) 
ab * be, * —ab + ae, 
= 2 


وحيث أهملنا ,6 في المقام لصغره مقارنة ب b‏ عليه فإن : 
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_ be,-a£&, E, as, 


a 


E b P 





1 متسلسلة تایلور 


تمثل متسلسلة تايلور حجر الأساس(أو حجر الزاوية) للطرق العددية» فهي التي توجد 
الأساليب العددية وتكونها كما تقوم بتقدير الخطأ. 


لو سلطنا اهتمامنا على نقطة x‏ قرب а‏ فإنه من المعلوم بأن متسلسلة تايلور f АШ‏ 
عند × هي : 





وبحيث تكون الدالة f‏ مستمرة وقابلة للتفاضل على فترة ما تحوى النقطة 4. ولو كان 
بالإمكان الحصول على المفكوك )1.5( المذكور أعلاه فإنه يقال f ob‏ تحليلية بالمنطقة قرب 
© = ×. وإذا حدث وأن كانت العلاقة )1.5( محققة لکل x‏ بحيث [x-a|- R‏ فان R‏ تدعى 

وتجدر الإشارة هنا إلى أنه لو كانت 0 = a‏ فإن المفكوك الناتج عندئذ يسمى 9526« أو 
متسلسلة ماكلورين أي أن متسلسلة ماكلورين للدالة f‏ هي: 

xf'(0) x?f"(0 x" .(‏ 
Р) py, 220), 70) sS e (L6‏ 
n!‏ !2 1 
الآن لو أخذنا عددا كافياً من الحدود من )1.5( أو )1.6( [حسب الحالة 
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ا مدروسة] فإنه يمكن أن نجد قيمة تقريبية f(b)‏ للدالة f‏ عند النقطة ib‏ وحيث b‏ 
هي نقطة داخل دائرة التقارب. 

والسؤال الذي يطرح نفسه هنا هو : 
كيف يتم بتر (أو قطع) متسلسلة تايلور؟ 

للإجابة! نرى أنه إذا أهملنا حدوداً من الرتبة dels (х—а)'‏ رتبة ob‏ الخطأ يكون من 
الرتبة (x— a)‏ ونكتبه: من الرتبة .O(x—a)'‏ وانطلاقا مما تقدم نستطيع كتابة f(x)‏ على 
الصورة : 





" (x 9 2s (а): 7 7 PS 


ونلاحظ من )1.7( أن: 0(x—a)"" «0(x—a)'‏ 
مثال )4.1( 


لو أن f(x)esinx‏ وأخذنا في الاعتبار متسلسلة ماكلورين فان /'(х)=созх‏ و 








2 3 
sin х = sin(0)-- xcos(0)4 0 sin(0) Ñ cos(0)+ .... 
3 : ۱ 3 : ol كما‎ 
x x x 
كبرد‎ ELT :١)م+ ۔(‎ x-7 o) 


(وذلك لأن الحد المحتوى على “× يساوي الصفر) 
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من JEU‏ السابق نرى أن : 





sno.) -[£. 4 -o Z) 


6) 3 
= 0.4996752 0 vA] = 0.4996752 


( بالقمة )454 داع أده‎ ЭЁ) 


نلاحظ أنه عند حساب المتسلسلات للدوال المثلثية يتم التعويض عن x‏ بالزوايا (النقية (rad)‏ 
لذلك كل ما يتعلق بها من حسابات ببقية مواضيع التحليل العددي يجب الاعتداد بقيم الزوايا 
محسوبة بالنقية (rad)‏ أي بالزوايا نصف قطرية؛ فعلى سبيل المثال الزاوية هنا هي 


0.5236 = 6 23078 
مثال )6.1( 
احسب 5 إلى )0.5( 0 


الحل: 
حيث أن f(x)=e*‏ وأن Р(х) е"‏ لكل ......,1,2= n‏ وباستخدام متسلسلة تايلور 
حول 0 а=‏ نرى أن: 
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2 


х = LN 
e"=]+x+ 3 +0(х) 


وبذلك فان : 


=1+0.5+ S3 +0(0.5) 


.× 202 عندما‎ ess O(x*) 


f'G)e«(‏ و f'G)220-3)‏ و 


f"(0)-‏ وبالتالي فإن: 


(4, àJ! e? 7 (قارن رق‎ 


مثال )7.1( 
1 
احسب قيمة — حتى 
1—х‏ 
الحل: 
')3-(-— - عار بذلك فان -x)‏ 


f(x) = +6)1- x)"‏ وبوضع 0= x‏ نجد أن: 
f'(0)22 ә f'(0)2 «1 ә f(0)=1‏ 65+ 


3 








1 E Д X m i 4 
Р) = = r Or +(م)‎ FO)" (0)+0() 
E وو‎ К E 
2 6 


ومنها نری أن: 


)0.3( - 8 





f(0.2)=1+(0.2)+ (0.2) د‎ 


1 
l5‏ هذه النشحة بالعدد 1.25 - للك 
(قارن هذه النتيجة بالعدد STE‏ 
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mu مقدمة‎ mu 


الآن لكي نلم بالأخطاء التي ترد عند القيام بأي حسابات وكذلك 5 نلم بعمق بتقدير هذه الأخطاء 
لابد لنا من أن نلقي نظرة ولو سريعة على مبرهنة تايلور. 
1 مبرهنة تايلور وتقدير الخطأ 


لتكن الدالة f(x)‏ ومشتقاتها الأولى مستمرة في الفترة بين © و cx‏ عندئذ تعطي f(x)‏ 








بالعلاقة: 
(1.8) وا f(x)» (а) /'(а}(х-а)+....... | fear Ыйы‏ 
n:‏ 
وحيث يعطى Raa‏ بالعلاقة : 
E Lc Md‏ 
Ra = / (2) (n 5 1) ЖС (1.9)‏ 
وي هو عدد ай‏ ما بين X3 ٤‏ 
البرهان: 
من النظرية الأساسية للتكامل؛نحن نعلم بأن: 
Fro di-f(x)-f(aà) . .. uu (1.10)‏ 
بالتكامل بالتجزيء نحصل على : 


= [/'(х)— /'(а]+(х-а)у'(а)- [ t füdk wa. (1.11) 
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وبتكرار عملية التكامل بالتجزيء 7 من المرات نصل إلى النتيجة: 











n IPM LZ (1.12) 
en) fe" ) [ (x 2 f e(t) dt 
n: a n 
نضع:‎ 
RS [ (x-1) f e(t) а (1.13) 
a пі 


وهي الصيغة التكاملية للمتبقي والذي هثل الخطأ في بتر المتسلسلة. 
الآن من مبرهنة القيمة المتوسطة نرى أن : 





لنحصل من Ai‏ السابقة على : 


| حب‎ [ (x а | f(e) dt = 7007 (=) dt 


n! 








x عه مھ مسا‎ а)" 
x. (n +1)! 


وبذلك نكون قد وصلنا إلى ما تطلبته المبرهنة من نتائج. 
وتسمى مبرهنة تايلور أيضا بمبرهنة ا متبقي؛ والمتبقي هو الحد ,№ ул.‏ المبرهنة السابقة. نلاحظ 
أن الخطأ عند بتر المتسلسلة عند n‏ من الحدود هو |R a]‏ وهذا обе‏ 
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mu مقدمة‎ mu 

















تقديره كما يلى 
n4l - n+l‏ 
)1.16( ل E з‏ 
AHD!‏ .ا dx"‏ 
TP VORNE C n d‏ 
ويمثل л‏ — أكبر قيمة للمشتقة )1+ (n‏ للدالة في الفترة من © إلى *. 








ولتوضيح الخدمة التي تقدمها مبرهنة تايلور لتقدير الخطأ نعود فنتناول الأمثلة الثلاثة 
السابقة وندرسها في هذا السياق. 
مثال (8.1) 
قم بتقدير الخطأ f‏ لکل من : 
sinx “(D‏ محسوبة حتى 0(х)*‏ عند 0.1 ‚х=‏ 
е (o)‏ محسوبة حتى 0(x)‏ عند 20.5 ×. 


1 


.x = 0.2 عند‎ O(x)! محسوبة حتى‎ E 


(е) 

الحل: 

(أ) هنا n+1=5‏ و f(x)esinx‏ كما أن f)(x)=cosx‏ وأكبر قيمة للمشتقة في 
الفترة А‏ كما هو واضح من الشكل (2.1) هي 1= cos0‏ بذلك فإن: 


m^ 


5! 


— 0.000328 
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COS x 


7 01 
الشكل )2.1( المثال )8.1( Î‏ 
ولو حسبنا الخطأ الحقيقي أو الفعلي والذي يساوي 


є= تاد‎ )— 0.4996752 = 0.000325 


х 


وهو خطأ مازال Š‏ حدود |А;‏ كما أن حساب sinx‏ حتی O(x)‏ أعطى نتيجة جيدة 
مقارنة Ue‏ حصلنا عليه من تقدير للخطأ..نلاحظ هنا أننا حسبنا الخطأ من الرتبة الخامسة رغم أن 
المطلوب كان هو الخطأ من الرتبة الرابعة و السبب في ذلك أن المشتقة الرابعة عند 0 تساوي 








الصفر. 
x‏ 3 
(ب) هنا п+1=3‏ ولكن Gas 25 =e"‏ أن الدالة e‏ دالة تزايدية OB‏ 
X‏ 
x‏ .3 
40.5 _ ; وبذلك فإن: 
X max‏ 








3 
|, |= — = 0.03435 


أي أن الخطأ في e°‏ حتى )0(0.5 لا يتجاوز 0.03435 
الآن لو حسبنا الخطأ الفعلي لو جدنا أن : 


e = e? —1.625 = 0.02372 
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ومقارية بتقدير الخطاً gl‏ نري أن م e‏ يتجاوز ІК,‏ كما أن ثلاثة حدود من e"‏ أنتجت 
قيمة جيدة إلى حد ما. أنظر الشكل (3.1) 


-— 


I 
| 
o 0.5 





x 





الشكل )3.1( ا JL‏ )8.1( ب 


(ج) هنا n+1=4‏ كما ss‏ أن. f?(x)-24(1- x)?‏ ؛ كما أنه من الواضح أن 
24 








f(x) - 240-0.2( = ож = 73.24‏ في الفترة [0,0.2] وبذلك فإن: 
4 
|К, |< 02) (73.24) = 0.004883‏ 


ولكن الخطأ الحقيقي هنا هو: 


0.002 = 1248 لئے دع 
1-0.2 


ونرى انطباق نفس الملاحظات السابقة على هذا JULI‏ وهو أن 0.00488 > ع كما أن أخذ 
أربعة حدود من المتسلسلة قاد إلى نتيجة جيدة. 


وهكذا نرى مما تقدم أنه لعدة حالات عالجناها وجدنا أن تقدير الخطاً باستخدام 
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رتب دينا أعطى قيم ليست ببعيدة من قيمة الخطأ الحقيقي؛ ولكي نحصل على تقدیر أفضل 

للخطأ علينا أن نرقى لرتب أعلى في الخطأء أي أن نقوم Ro‏ المتسلسلة بعد العديد من الحدود. 

1 برامج وبرمجيات 
إن الحسابات العددية كما لاحظنا من بعض الأمثلة البسيطة تحتاج إلى جهد كبير وللوصول 

إلى الدقة المطلوبة لن تكون الحسابات اليدوية 4485« عليه نلجأ إلى القيام بهذه الحسابات الكثيرة 

والمركبة ورسم المنحنيات والأشكال ذات العلاقة باستعمال الحواسيب وهنا إما: 

1. أن نلجأ إلى برمجيات جاهزة EXCELL Jis‏ و MATLAB‏ أو MATCAD‏ حیث نزود 
البرنامج المعد سلفاً ببعض الأعداد لنحصل على ما نریدءولکن هذا لا يكون مفيداً دائماً حيث 
تتطلب المسألة AST‏ مما يقدمه البرنامج أو البرمجية. 

2 أن نستخدم ما هو موجود من برامج مع استخدام مهارتنا الشخصية في كتابة البرمجيات 
والبرامج غير المتوفرة باستعمال لغات متقدمة مثل فورتران 90 ولغة السي بجميع أشكالها. 

à‏ هذا الكتاب سوف نعتمد معظم ما هو موجود من برمجيات وسوف نسوق البرامج 

بمختلف أجزاء الكتاب بعدة لغات حاسوبية من لغة فورتران 90 التي تعمل تحت ويندوز 95 و 98 

ولغة السي ولغة الباسكال ولغة السي امرئية و el.‏ ونود 
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بذلك أن نؤكد على أن الحواسيب ولغات البرمجة ما هي إلا أدوات مساعدة للوصول إلى 
النتائج المطلوبة في حساباتنا. بيد أنه يجب ملاحظة أن اللغة الرئيسية في هذا الكتاب هي فورتران 
90. 


مثال )9.1( 


أكتب برنامجا يحسب e»?‏ حتى )0(0.5 ويقوم أيضا بتقدير الخطاً ومقارنته مع 
الخطأ الواقعي. 
الحل: 


استنادا إلى حل ا ثال )8.1( الفقرة (ب) نقوم بكتابة البرنامج بلغة فورتران )90( وحيث نورد 
النتائج بالشكل )4.1( والجدول (1.1). 


Microsoft Developer Studio - [C:XAwin2*Ali 1.90] 
E Ele Edi View Insert Build Tools Window Help -l8 | х] 


EE ШЕПНЕН... E 
a [з= ҥш] — 


! to е exp(x) using Taylors series 
READ(s*,*)x 
е=1 
nfact-1 
DO 10 i-1,n-1 
nfact-nfact*i 
10 e-ecx**i/nfact 
errmax-x**nx*exp(x)/(nfacts*n) 
error-exp(x)-e 
write (2, 1)а, е.еггог,егглах 
Ғогма+ (2х, ' 2ص‎ ' , 15 , 2х, 'calc.value-',F10.5,2x,'error-',F10.5,2x,'e 
stop 
end - 












































[+ m [+ 














+) m m 














F&F‏ ]+[ بت 
= 





E 











Build Debug 78 1ڈ‎ (FÉ 
Ready | ini;Cce [REC [COL [DVR [READ 4 





الكل )4.1( برنامج بلغة الفورترآن بحسب ЈЕ - O(x") ы e‏ )9.1( 
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ومن هذه النتائج نرى مدى الخدمة والدقة التي يقدمها LJ‏ الحاسوب وننوه هنا أن البرنامج عام 
لهذه الدالة أي أنه نستطيع تغیبر رتبة الخطأ وقيمة x‏ أنظر الجدول (1.1) الذي يعطي النتائج 
لنفس الدالة ولكن ب 5 = ۸ (الصف الثاني). 


Microsoft Developer Studio - Ali 1 - [3 *] 


3 calc.value- 1.62500 error 


5 calc.value- 1.64844  error- 








الجدول )1.1( نتائج برنامج المثال )9.1( لقيم 3,5 = n‏ على التوالي. 
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تمارين (1) 
أضرب أمثلة عددية من عندك تشرح فيها ا مراحل المختلفة التي يتم من خلالها الحصول على 
نتائج عددية ما. 
متغير 4 قيمته الحقيقية هي 5 وقيمته المحسوبة هي 495 احسب الأخطاء المختلفة. 
اكتب نبذة مفصلة توضح فيها مسببات الأخطاء الخطيرة التي يمكن أن تحصل عند استخدام 
الحواسيب. 
إذا كانت x‏ و y‏ تمثلان أطوالا قيست 59 تقريبا 3.32 х=‏ و 25.39 y‏ اسب 
تقريبا القيم х+0.1у:х+у‏ و0.017+ وذلك حتى ثلاثة أرقام عشرية. (ما مصدر 
الأخطاء في هذه المسألة واحسب قيمتها). 


s» € وک وإذا كان‎ X... X y ШШ ھی قرییات‎ xxu x, oS 
NE هو‎ X X; اثبت أن أكبر خطأ ممكن في المجموع‎ dass أكبر خطأ ممكن لكل‎ 
i=l 
أو قطع متسلسلة تايلور؟‎ jo كيف يتم‎ 
ما يسمى الحد ,№ بالمتبقي وما الفائدة التي نجنيها من هذا الحد؟‎ 


asl‏ حل المثال )8.1( ب ولكن بالحساب حتى )0(0.5 ثم قدر الخطأ الناتج عندئذ وقارن 
مع نتائج ЈЕ‏ (9.1). 
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9 أكتب متسلسلة تایلور ما يلي: 
e™ Ô‏ حول .x=0‏ 
(ب) coshx‏ حول 0 = ×. 
sinhx (е)‏ حول 0 = ×. 
cosx (°)‏ حول 0= ×. 


UA حول‎ cosx (o) 


EA حول‎ sinx (э) 


10 أكتب е?‏ حتى )0(0.2 و (0)0.2 وقدر الخطأ الناتج في JS‏ حالة. قارن بين النتائج 
التي تحصلت عليها وناقش. 
cosh(0.1) cast .1‏ حتى *)0(0.1. قدر الخطأ الناتج عن ذلك التقريب. 


2. اكتب In(L.1)‏ حتى *)0(0.1 وذلك بكتابة متسلسلة تايلور للدالة Inx‏ حول 8-1 ثم 
بتر المتسلسلة حسب ما هو مطلوب. هل يمكنك تقدير الخطأ الناتج عن هذا التقريب. 
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يحتوي هذا الفصل على: 


ك2 1.2 المؤثرات الفرقية. 
2 اللؤثر الفرقي الأمامي. 
2 المؤثر الفرقي الخلفي. 


2 مؤثرات أخرى. 


25 22 تطبيقات على المؤثرات. 


eS‏ 2 الفرق المقسم. 





2 المؤثرات الفرقية 

لو أعطينا بيانات ما ممثلة لدالة ما فإنه ومما لا شك فيه سوف يتبادر إلى ذهننا أسئلة كثيرة 
مثل: كيف تفاضل أو كيف تكامل الدالة الممثلة بتلك البيانات والتي لا تتعدى كونها عبارة عن 
olac‏ وكيف نستخدم العمليات الحسابية البسيطة من gem‏ وطرح وضرب وقسمة لإنجاز 
عمليات معقدة مثل التفاضل والتكامل. 

قد تكون العملية صعبة بعض الشيء ولكن الحسبان الفرقي سوف يسهل Ue‏ المهمة 
ويعطينا الجواب للأسئلة المطروحة سابقاً. نبدأ أولا بدراسة مختلف أنواع المؤثرات. 
2 اللؤثر الفرقي الأمامي 

لو عدنا إلى مفكوك تايلور والذي قمنا بالتعرف عليه في الفصل السابق وأردنا أن نكتب 
f(x n)‏ بدلالة Јаго lol f(x)‏ على: 
)2.1( وید Tarasy ЛИ"‏ 


Уп! 


h? 
| 2! 








f(z+h)= f(a)+ nf'(x) 
X هي نقطة أخرى تبعد عن‎ x+h كما أن‎ f وحيث × هي نقطة ما في نطاق تقارب الدالة‎ 
وتقع أيضاً في نفس النطاق المذكور.‎ h بالمقدار الصغير‎ 


من المعادلة )2.1( نرى أن: 





الآن لو وضعنا f(x) f;‏ و / Шам) f(x+h)=‏ على : 
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пип الفصل الثاني‎ пп 


f'G)- LL, (y) 7 is 


و j‏ هذه هكن أن تأخذ القيم ....,0,1,2 — . مما تقدم نعرف المؤثر الفرقي الأمامي الأول (А)‏ 
للدالة f‏ عند النقطة j‏ بالعلاقة: 
Af fuf, hes (2.4)‏ 
ومن تعريف A f,‏ (المعادلة )2.4( نتبين السبب في تسمية المؤثر А‏ بالمؤثر الفرقي الأمامي. من 
المعادلتين )2.3( das (2.4) э‏ على : 
AT.‏ 
h‏ 
وهكذا نرى أن المعادلة )2.5( تعطينا بعض الإجابة عن كيفية تفاضل А‏ ما.. في فصل 
التفاضل والتکامل سوف نتعرض بالتفصيل Jib‏ هذه المواضيع. 
بشكل عام لو كانت المسافة بين أي قيمتين متتاليتين للمتغير X‏ هي (соб) h‏ ولو كانت نقطة 
البداية هي x,‏ فان 1۸+ x, = x,‏ وحيث ....,0,1,2 = í‏ وحيث X,‏ هي آخر نقطة Š‏ الجدول, 
كما أنه لو كانت قيم المتغير التابع مشار إليها ب((::3)/ y, E‏ فإن: 
Ay, ey Yn (n = 0,,2,...... ) е7 (2.6)‏ 
و Лу,‏ هي المؤثر الفرقي الأمامي الأول عند النقطة ше (x, y.)‏ تعريف المؤثر الفرقي 
الأمامي الثاني (أي من الرتبة الثانية) عند النقطة 7 بالعلاقة: 
)2.7( سے )......,0,12= А y, = Ay, 7 Ау, (n‏ 


== +оо) м (2.5) 
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um الحسبان الفرقي‎ mm 


وهذه يمكن كتابتها بالتفصيل باستخدام النقاط o ? Уи )s D ? Улы ) ? (x, ? у„)‏ وذلك 


كما يلي: 

A У, = (Yn. 7 Уи) Qa -y,)- Y,+2 E н t Yn بث“‎ (2.8) 
وبذلك نعني‎ (Xp Yn) АЛ عند‎ ) n بنفس الطريقة نعرف المؤثر الفرقي النوني(أي من الرتبة‎ 
أن:‎ 

A ya =A уа AT у xus (2.9) 


وانطلاقاً مما تقدم نكون الجدول الفرقي الأمامي على الصورة: 
الجدول (1.2) - جدول فرقي أمامي 


y Ау N у N y N у 
7 
Ay, 
y, N y, 
Ay, A° y, 
ولا‎ Ny А y, 
Ay, Ny 
Уз N Y» 
Y4 


فعلى سبيل JEU‏ لو كانت لدينا البيانات التالية: )315( ,)2,7( ,)1,5( ,)0,1( шг‏ نرى أن: 
h =1‏ ويكون الجدول الفرقي الأمامي هو كما بالجدول (2.2). 
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ип الفصل الثاني‎ пп 


الجدول )2.2( 


y Ау N у АЗ у 
4 
5 -2 
2 8 
7 6 
8 
15 


ونلاحظ أن المؤثر A‏ ينطق (دلتا) كما أن A y,‏ غير معرف Ы‏ كانت النقطة (x, Yn)‏ 
هي آخر نقطة بالجدول. 
2 المؤثر الفرقي الخلفي 
لو عرفنا V y, — y, — y,‏ وبشكل عام وضعنا: 
Vy, =), a а (2.10)‏ 


فان V‏ عندئذ هو المؤثر الفرقي الخلفي الأول (Jo ghy)‏ عند النقطة (п‏ كما أن المؤثر 
الخلفي الثاني عند النقطة n‏ هو: 
у 4345 m (2.11)‏ سے کر = у? Уп = Vy, V Yna‏ 


و يتضح من المعادلة )2.11( بأن: 
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У! 


Y» 


ولا 


Y4 


um الحسبان الفرقي‎ mm 


у? 7 SA E 
هو:‎ п عند النقطة‎ т والمؤثر الفرقي الخلفي من الرتبة‎ 
VE, mW y EN Y E. шй. (2.13) 


Vy 


Vy 


Му, 


Vy 


Vy, 


n- 


ویکون الجدول الفرقي الخلفي كما هو موضح بالجدول )2.3( 


V?y 
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الجدول )2.3( - Jose‏ فرقي خلفي. 


У? у V*y 
V? Уз 

V? Y4 
V? 4لا‎ 


ونلاحظ على المؤثر الفرقي الخلفي ما يلي: 


ип الفصل الثاني‎ пп 


Шә! .1‏ مواقع للمؤثرات من الرتب المختلفة هي WU uta V aV у», УУ,‏ 
V" y, = A" y, 2‏ فمثلاً V у, =A y,s Vy, Ay,‏ وهكذا. 
3. ينطق المؤثر الأمامي А‏ على أنه (Delta) Ш>‏ والمؤثر الخلفي V‏ على أنه Del) (Jo)‏ 
ولو أننا Gel‏ في الاعتبار البيانات المعطاة بالجدول(2.2) فإن : 4= A y,‏ وهي نفسها 
(Ау,‏ كما أن 2-= A y,‏ و 6= AN y,‏ 
2 مؤثرات أخرى 
كما سبق وأن نوهنا بأن 4 و هما مؤثران فرقيان ولهما تأثير المؤثرات المعهودة فمثلا 
نرى أن : А(Ау„)= А” y,‏ و V(V y )= V? y,‏ ؛ كما أن: 
)2.14( سف A(Vy,)- Ay, -»)- ^»,- Axa - VA»)‏ 
ومن المعادلة )2.14( نستنتج AV)» V(A) ob‏ . 
من المؤثرات الأخرى مؤثر الإزاحة E‏ و نوضح تأثيره كما يلي: 
es )2.15(‏ لسر Ey,‏ 
أي أن المؤثر E‏ يضيف h‏ إلى قيمة ×. 
من الواضح هنا أن : ‚УЕ = EV s ЛЕ = EA‏ 
هذا وتوجد علاقة مهمة بين المؤثرين tA E‏ تلك نوضحها على النحو التالي: 


42 


um الحسبان الفرقي‎ mm 


Ay, = у-у, = Еу, -у, =(Е-1)у ^ ^ سس‎ (2.16) 
عليه فإن‎ 

Е=]+А | 0 0 00 00009 (2.17) 

نلاحظ أيضاً أن 


E(1- V)y, = Еу, -ЕУу, = уы E(y, = Y,a) 
= уы – Ey, – Ey, 1 = Ула У У, у 


بنفس الطريقة يمكن أن نوضح بأن: 


(1-У)Еу, 5y a (2.19) 
من المعادلتين )2.18( و )2.19( نستنتج بأن:‎ 
E(-V)=(0-V)E=1 a (2.20) 


E=I-V) ш (2.21) 


يوجد مؤثر آخر وهو المؤثر الفرقي المركزي Ó‏ ويعرف بالعلاقة: 


1 1 


бёб=Е?— E? C í í ZZ (2.22) 
أي أن‎ 
T al 
ғ», =| -2 prn ۰ (2.23) 
2 2 
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ни الفصل الثاني‎ ни 


ونلاحظ هنا ó OÜ‏ (وكذلك 67 9 و .... الخ) تؤثر على قيم y‏ الكسرية من دليلها. À)‏ 


ترکیبھا)ء بينما تؤثر 67 (وكذلك 64 و 5° (э‏ على القيم الصحيحة من دليلها وهذا 
نوضحه كما يلي: 
حبك أن 
E. dm‏ 
EGE J =Е-2+Е 0 0 2 (2.24)‏ 
عليه فان 
ó* Yn F na xd + У КОТЕ (2.25)‏ 


و الجدول )4.2( Jie‏ جدولاً فرقياً مركزياً. 

وننوه هنا ob‏ القيم الكسرية في دليل y‏ هي من صنعنا وتؤول الحسابات كلها بدلالة 
القيم ذات الدليل الصحيح. 

كما أنه يتم ترتيب البيانات في هذه الحالة بحيث تكون Y,‏ داخل جسم الجدول بينما 
يرقم ما قبلها بالسالب وما بعده با موجب. لاحظ أنه Š‏ حالة الجدول الفرقي الأمامي نبدأ بقمة 
الجدول بينما Jas‏ بقاعدة الجدول بالنسبة للجدول الفرقي الخلفي. 
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Yo 


У! 


Y» 


ولا 


um الحسبان الفرقي‎ mm 


الجدول (4.2)- جدول فرقي مركزي. 


Ó y 8° у ó? у ó^y 
D 
2 
5? У 
бу, ó y, 
ó? y, 8“ у, 
ó 3 
>з Ó Yy 
ô’ y, 
5 у 


لو عدنا للجدول )2.2( فإننا نرى أن : 
oy sa 39‏ 
كما أن: 
ó^y2y,-2y-y,-27 2(5)+1= 2‏ 





مما تقدم رأينا انه يمكننا حساب д у„з y,‏ ماذا عن бу,‏ و Ja 0^ y,‏ 
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mm الفصل الثاني‎ mm 


ШК‏ حسابهما ! و هل يكون لهما أي معنی؟ للإجابة على هذا السؤال نقدم إلى المؤثر الفرقي 
ا متوسط // والذي يعرف على النحو: 


1 1 

acie T (2.26) 
أي أن‎ 

1) n 1 
=—| E2 +E 2 =—(у+у) | 2 2.27 
uyy | + 2 ОЭ) (2.27) 

ومن هذه المعادلة يتضح السبب من وراء تسمية PL И‏ الفرقي المتوسط. نلاحظ 

иб=би= E + E") T (2.28) 
وبالتالي فإن‎ 


1 Ж 1 
иб y, =l +E`)y, О) 
1 = 2 
ide فإنه عندئذ نحصل‎ ид у, = (у, - y, ( فمثلاً بالرجوع للجدول )2.2( ولو أردنا حساب‎ 


1 
3 -(2)7-1- ,قم 
2 
ملاحظة هامة: 
لاحظ أنه 55 الإزاحة الميزة АШЫЛ‏ وهي أن: 


Еу шуы oe )2.29( 
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um الحسبان الفرقي‎ mm 


وهذا واضح من العمليات الموضحة Š‏ المعادلات )2.15( و )2.23( و(2.25) و )2.26( 
2 تطبيقات على ال مؤثرات 
(أ) تعيين درجة الحدودية ا ممثلة ببيانات ما 


إحدى التطبيقات المهمة للمؤثرات Уз А‏ هي تعيين درجة الحدودية المعطاة في شكل 


الآن حيث أن الحدودية Р(х)‏ من الدرجة п‏ تأخذ الشكل: 


Р (x)= a,x" +a, x 1 ل‎ +ах+а سس‎ (2.30) 


ولو قمنا بالتركيز على x"‏ والذي هثل أكبر قوة(أو أس) في الحدودية فإن: 
A(x")- (x+h) - x"‏ 
وحيث h‏ هو مقدار الزيادة في ×. ولكن نلاحظ أن: 


(x- hy = x" пах" , 22 Des +....+ h" 
Alx" )= bk" +nhx" + 0)0 +h" |x کہ‎ 
بذلك فإن:‎ 

=nhx" +....... +h” 


وبذلك يتضح أن A(x")‏ هو حدودية من الدرجة &].п—1‏ أن تاثیر A‏ على x"‏ كان 
في تخفيض درجتها بدرجة واحدة. ونلاحظ أن الحد الريادي للحدودية الناتجة هنا هو nh! x"‏ 


жыш,‏ کل تھی кшш ә gall‏ بان( A‏ :هو خدودية من الدرجة 2 حور 
وحدها الريادي a(x") 9 n(n —1)h° Xx ou‏ هو Cob‏ قيمته "۸!۸. 


وبذلك AP" (x^ (>0 oB‏ 
ولو عدنا للحدودية بشكل عام A P,(r € n) ob‏ هو حدودية من الدرجة 7-7 وحدها 
الريادي هو 
an(n - 1). (n r+ 1) ха,‏ 
كما أن : 
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ип الفصل الثاني‎ пп 


AP, = n!h"a, 

أي أنه إذا قمنا بكتابة الجدول الفرقي O‏ العمود الذي يدلل على A" y‏ سيكون ثابتاً والعمود 
ا موالي عبارة عن أصفار. 
مثال (1.2) 
إذا كانت البيانات الموالية تمثل حدودية ما فأوجد درجتها. والبيانات هي: 

)5,125( )4,64( ‹ )3,27( < )2,8( « .)1,1( « )0,0( 
الحل: 
نكتب الجدول الفرقي كما هو مبين أسفله لنرى أن درجة الحدودية هي الثالثة. 
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um الحسبان الفرقي‎ mm 


الجدول )5.2(- المثال )1.2( 


y Ау N y N у Aty 

0 
1 

1 6 
7 6 

8 12 0 
19 6 

27 18 0 
37 6 

64 24 
61 

125 

ملاحظة: 


„А بنفس الكيفية السابقة التي اتبعناها للمؤثر‎ "Р, = إثبات أن ثابت‎ ое 
(ب) حساب قيم جديدة بالجدول‎ 
هنا نستخدم العلاقة (2.21) وأن:‎ 
ربلا . عندئذ نرى أن:‎ = Ey, 
Yaa = Ёу„=(1-У)'у„=((+у+у?+.+Уу”+..)у, ہے‎ (2.31) 
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mm الفصل الثاني‎ mm 


ولو أن البيانات تمثل حدودية من الدرجة m‏ فإن الحدود التي تحتوى على V" y,‏ فما أعلى 
تتلاثى وذلك باستعمال الخاصية التي نوهنا عنها بالبند السابق وبذلك فإن: 


Yna E TVy, Heee е КИО (2.32)‏ 
والعلاقة )2.32( تمكننا من حساب y,a‏ من gi у,‏ أنها تمكنا من حساب مداخل جديدة 
بالجدول الفرقي. 
مثال (2.2) 
احسب y, = y(6)‏ للمثال السابق (1.2). 
الحل: 
من الجدول السابق للمثال (1.2) نرى أن: 
y = у; + Vy, +V2y, + Vy,‏ 
216 = 24-6 +61 +125 = 
(z)‏ تعیین صيغة الحدودية الممثلة ببيانات ما 


А X X А 5 5 EE و رہ‎ E 
id كما‎ . n = T “ من هذه العلاقة نرى آن:‎ .×, = x, - nh ob LSS سبق وان‎ 





y, = Еу, = E! y, s y, = Ey,‏ وبشكل y, = E" y, ele‏ وعليه نرى أن: 
)2.33( سے 00 у, =y, )= E" y, =Q +AYy‏ 
وبإجراء الفك باستخدام نظرية ذات الحدين نحصل على: 
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um الحسبان الفرقي‎ mm 








7! 


وتكون هذه المتسلسلة منتهية إذا كانت البيانات تمثل حدودية. و حيث أن 7 هي أي قيمة عليه 
نكون قد وصلنا إلى صيغة الحدودية. 


الآن لدينا عدة حالات: 
الحالة الأولى 


x, = 0 шмше‏ و1 -7 à‏ هذه الحالة n = x,‏ و يكون الجمع )2.34( هو: 





y, = у(х„)= y, +x,Ay, 4 Хп = ہہ‎ е (2.35) 


وحيث أن n = x,‏ هي أي 45 عليه نضعها مساوية X‏ ونحصل ide‏ 





y(x)- y, + хЛу +4 e Ју eS )2.36( 


مثال )3.2( 


أوجد صيغة الحدودية الممثلة بالبيانات بالمثال (1.2). 
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ип الفصل الثاني‎ пп 


الحل: 
نلاحظ هنا أن 0= .h—15 x,‏ عليه نستطيع تطبيق العلاقة )2.36( مع مراعاة أن 0 = «y,‏ 
N y, =69 N y, = 6 Ay, =1‏ وبذلك فإن: 


у(х)= y, + xy, (egy, 02у 





2. 3 2 
-х) Ë - 37 +25) 
! 2! 

= دع‎ 322 3x x! -3x? + 2x = x° 


-» eate ó 


أي أن الحدودية هي .y(x)= x°‏ 








الحالة الثانية 
عندما يكون لدينا 0= п= 22 - ая x,‏ ومن العلاقة )2.34( نحصل على : 
x X( x А?‏ 
)2.37( نس х)= F— Ay, d 1 bts.‏ 
у(х)= у, + Ау, "C 7‏ 
مثال (4.2) 


]13 كانت البيانات: (6,40)ء )4,20( « )2,8( ‹ )0,4( ممثلة لحدودية فأوجد صيغتها. 


الحل: 
Ау‏ هنا x, 20 ob‏ و 2 - ۸» عليه نطبق العلاقة )2.37( لإيجاد صيغة الدالة. des‏ 
ذلك نكون الجدول الفرقي امموالي [الجدول (6.2)]. 
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um الحسبان الفرقي‎ mm 


الجدول )6.2( المثال )4.2( 


y Ay А у N y 
4 
4 
8 8 
12 
20 8 
20 
40 


بعد ذلك نلاحظ أن 4= «Лу 28, Ay, 24, y,‏ عليه من العلاقة )2.37( نرى أن: 


۸ 
у(х) = у, + Ау, د‎ (z ] 2 














h h\h 
d OE jJ 
2 242 2 





-442x4x(x-2)- x +4 


وهي الحدودية المطلوبة. هذا ويمكن التحقق من صحة ما توصلنا إليه من صيغة وذلك بالتعويض 
عن قيم 0,2,4,6 = × في у(х)‏ للتأكد من dias‏ قيم y‏ المعطاة بالجدول. 


الحالة الثالثة 


.)2.34( و21 / تستخدم العلاقة العامة‎ x, # 0 الحالة العامة‎ à 
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ип الفصل الثاني‎ пп 


مثال )5.2( 

قم بإيجاد Ао‏ الحدودية الممثلة بالبيانات: )8,68( ,)6,40( , )4,20( , )2,8( 
الحل: 

هنا نرى أن 0 2 = x,‏ و1 2 = / بذلك نستخدم العلاقة العامة: 


y(x)= y, 4 (cx) — فحنا‎ Js | 


h o ' h h y Tose 








2 
ومن الجدول (7.2) نحصل على : 


yes CARS а= JE 
2 2 2 2 
-8«6x-124 (x-2(x-2-2) 
-846x-124 x!-6x 48-2 х2 +4 


الجدول )7.2(- المثال )5.2( 

















у Ау N у 

8 
12 

20 8 
20 

40 8 
28 

68 


54 


um الحسبان الفرقي‎ mm 


وھکذا حصلنا على الصيغة ال مطلوبة والتي تتحقق بكل نقاط البيانات. 
ملاحظات هامة 
1. من АЫ‏ والمهم ملاحظة أنه يوجد تشابه بين عملية التفاضل والعملية الفرقيةء فعلى سبيل 


2 
JULI‏ لو كانت لدينا حدودية من الدرجة الثانية فإن ثابت - У‏ 4 وكذلك وكما لاحظنا 
x‏ 


2 = 





من هذا البند ‏ ثابت = A^ y‏ . عموماً لو وجدنا ونحن نكون الجدول الفرقي أن A" y‏ قد 
ثبتت فإن ذلك يعني أن البيانات تمثل حدودية من الدرجة ‚т.‏ 

2 يجب أن ga‏ في الحسبان Ul»‏ أن (n+1)‏ من النقاط تكفي لتمكيننا من إيجاد المعاملات 
(n+1)‏ لأي حدودية من الدرجة ‚п‏ 

3. نستخدم المؤثر الفرقي الأمامي وكذلك الخلفي فقط في الحالات التي تكون منها قيم X‏ 
متساوية التباعد (أي kue‏ ابت = ХА‏ 

4. يجب أن لا نقبل جداول البيانات كما هي وخصوصا I|‏ حدث أن م يتقارب الجدول عند لحظة 
ما. فمن السهل جداً أن تحدث الأخطاء من قبيل التقريب أو من خلال أخطاء مطبعية أو أن 
يتم تبادل القيم بالجدول أثناء إعداده ...... الخ. 

5. طول الخطوة h‏ 
يكون تباعد قيم dogas X‏ مساويا للقيمة ¿h‏ أي أنه إذا كانت إحدى القيم هي × 

فالقيمة АЈЫ‏ هي x+h‏ والتي تليها 27 +× ... وهكذا. هذا هو ما نعنيه بتساوي 
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ни الفصل الثاني‎ пп 


التباعد في قيم X‏ و طول الخطوة 7. إن اختيار طول الخطوة h‏ مهم للغاية في حالة مسألة 
ما؛ حيث أن الاختيار ا مناسب يوفر علينا الوقت والجهد. فلو قمنا باختيار قيمة صغيرة جداً ch‏ 
فهذا يتسبب لنا Š‏ القيام بجهد كبير حتى نحصل على الدقة المطلوبة لحساباتنا. كما أنه في حالة 
اختيار قيمة كبيرة ل Л‏ لا Ш‏ إهمال الفروق من الرتب العليا. 

في أغلب الصيغ شائعة الاستعمال يتم إهمال الفروق من الرتب الأعلى من الرتبة الرابعة؛ 
عليه نختار h‏ على هذا الأساس. ولنوضح أهمية اختيار Leo h‏ نأخذ في الاعتبار الدالة .y = е“‏ 


عندئذ نرى أن: 
e" e" = ee 1)‏ د Ny- e^ (e^ -1(- e*(e' -1)= e(e -17 s Ay‏ 


كما أنه لأي عدد صحيح موجب N‏ نحصل على : N'y s e(e^ -1J'‏ 
فإذا أردنا أن يؤول A'y‏ إلى الصفر khue‏ تتزايد قيمة «п‏ يجب أن نختار h‏ بحيث تحقق 
e^ -1 >1‏ أي أن تحقق .h > 0.69 АЫ h‏ 

وهذا بالتأكيد يعني أنه لو كانت 0.69 > h‏ فإن الجدول الفرقي لن يتقارب. نلاحظ هنا 
ولهذا JUL‏ أنه لو كانت (ag ло) h««1‏ فإن ۸ <1- ”© Ay-hy o Wig‏ و 
tA y = у‏ وهكذا نرى من هذه الصيغ للفروق مقدار الجهد الذي سيبذل Š‏ مثل هذه الحالة 
من الحسابات. 


وعموماً وعندما نتحدث عن أهمية اختيار طول الخطوة h‏ نرى أنه لو جعلنا 


56 


um الحسبان الفرقي‎ mm 


1 
h2h‏ فإن ر-۔ رجہ у-у,‏ و d$ .AO2A‏ لو جعلنا 01 فإن 


1 
A - 248-47 + وحیث سی‎ E, - STEN وحيث‎ E E, 


أي أنه عندما نجعل hh‏ فان ۸مھ تقریباً و A >in‏ وهكذا. 
6. أسلوب 87 


إذا كانت {х„}„‏ متتابعة متقاربة وبحيث x, =a+br"‏ فإن а АЦЫЛ‏ للمتتابعة يمكن 
إيجادها بطريقة (أو أسلوب) يسمى بأسلوب “6 ونوضح عمل و استخدام هذه الأسلوب كما يلي: 


حيث أن 

(2.38) == 7 لو DU‏ 
وحيث أن 

е" (2.39) 

عليه فإن 

5x, = 1اط‎ _ r) pR” e (2.40) 


(x a-x)=b(-rr” o ou (2.41) 


عليه من )2.40( و )2.41( نحصل على : 
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Dua -x,J =x pr ER 


X 
+1 2 +1 
Š Ó X. 4 





وهكذا نرى من المعادلة )2.42( و المعادلة )2.40( بأنه بمكننا الحصول على قيمة النهاية а‏ وذلك 
باستخدام ثلاثة قيم من المتتابعة وهي 4 X449 X, o X,‏ 


مثال (6.2) 
استخدم أسلوب 67 لحساب نهاية المتتابعة: 
od‏ 052496 


وذلك بالأخذ في الاعتبار الحدود X, , Ху‏ %9‚ 











الحل: 
نلاحظ أن : 
TE. pu P‏ 
8 16 32 
كما أن : 
Ó X, = X; — 2X4 + X;‏ 
(i | 9 33-68436 1‏ 33 _ 
32 32 8 /16 32 
وأن: 





I 


(oed) -(2 | 


32 16 


7 
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وبذلك فإن : 





(x, -x,y -( 1 | 1 1 


735 :539 .]32 ×82 
وعليه نرى أن قيمة ily‏ المتتابعة © هي: 


(х,—х) 33 1 32 








а=х = = ==‏ 
32 32 32 ېی 5 
ويمكن التحقق من ذلك لو دققنا à‏ حدود المتتابعة حيث نرى أن : 
n-1234,.........‏ , != جج 
2n‏ 


وبذلك فإن : 





2 الفرق المقسم 

حتى الآن اعتدنا على استخدام قيم للمتغير X‏ متساوية التباعد ولكن Ше‏ أيضا استخدام 
أي قيم ل ×. أي أنه ليس من الضروري أن تكون X‏ متساوية التباعد. وفي مثل هذه الحالات 
نستعمل مؤثراً جديداً و هو المؤثر الفرقي المقسم. ونبدأ بالتعريفات الضرورية التالية: 
يعرف الفرق المقسم الأول ل У,‏ و من خلال العلاقة: 


7 اجس‎ = mcs 7 (2.43) 
X, —X ХХ, 
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ومباشرة نستنتج من )2.43( أن: 
e (2.44)‏ ارت ) y, =y + (x, — x,‏ 
Ы‏ يعطي الفرق المقسم الثاني ل y,‏ « و cy,‏ و y,‏ بالعلاقة: 


xg, xı 1 Dix] 





a= (x, zar) oos (2.45) 

وتكون y,‏ معطاة بامعادلة: 

Jo = Xi + (x, =% xx» [+ (x, -x Xx, = Ex M Hus (2.46) 
بالعلاقة:‎ (т عموماً نعرف الفرق المقسم النوني (من الرتبة‎ 

وت | [xxx [a]‏ ا 





x, — x, 
كما نستطيع أن نستنتج أن:‎ 
y, = y +(х, x xx [ (x, x Xx, x, Ys xix]. 
Ае 0 (2.48) 
+(х„ = x (xo — х,).(х„ — х„}х„, ху». х„] 


يمكننا أيضاًء وكما سبق بالنسبة للفروق الأمامية» إثبات أن تطبيق الفرق المقسم النوني على xS‏ 
حدودية من الدرجة n‏ يؤدي إلى ثابت. ذلك يتجلى من معالجة الدالة x”‏ حيث أن الفرق 
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[x x, [- تر جک‎ dam de Legat 
1 


وهى حدودية من الدرجة 71-1. 


الآن من المعادلة )2.48( نرى أنه لو LEY‏ الدالة у‏ بحدودية f(x)‏ من الدرجة 7-1 
فإنه Ше‏ كتابه y‏ على الصورة: 


у= fG)-(x-x x- x, J- x - x, ox, uu ‚х„] Ads (2.49) 


مثال )7.2( 


1 
إذا كانت کہ و 1= ند و 2= Xx,‏ و3- x,‏ فقم ملائمة у‏ بحدودية من الدرجة 


الثانية. ما هي ملاحظاتك؟ 


.1 1 1 : 
نلاحظ أن л‏ رر وہ у;‏ وبذلك 0955 الجدول الفرقي - الجدول )8.2( - 





f (x)= у, +- 1(]1,2 |+ (x -1Xx - 2(]1,2,3[ 
E ا‎ E 0-2) 
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(7.2) ШЧЫ- (8.29) الجدول‎ 


X y [е] 23555] 


» 


2 ; - 1⁄ 
-X 
3 2 
3 


1 ; ТИ 
؛ بحدودية من‎ — (5,59 40 (sb مت للحدوديات‎ У: 215 ونلاحظ هنا أنه أمكننا تمثيل‎ 
pa $ 


الدرجة الثانية. 





كما نلاحظ أنه لو حسبنا [3[]×,1,2,3 -2()۴ -×)(1-×) f(x)‏ فإننا نصل إلى الدالة 


الأصلية کے 
X‏ 


للتحقق من ذلك دعنا نحسب الحد: 
(x - 1x - 2x - 3/[х,1,2,3]‏ 
ولي вәд‏ بذلك نحسب [3,1,2,3] وهذا هو : 
[х,1,2]— ]1,2,3[‏ 
1-3 





[х,1,2,3] = 


> (х-3)[х1,2,3]= [x.1.2] + 7 
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[.12]- [51-12] 











Ga 
عليه فإن:‎ 
(x- 2x -3)[x1,2,3]= Det]- [22] 1⁄ (x 2)= = = و‎ 1⁄4 (x-2) 
و هذا يؤدي إلى:‎ 
(x-D(x-2Yx-3)5x,,2,3]- y-1 Po Dez (x — 2) 
و بذلك نحصل على:‎ 
у= f+ -Dhr 2-3 paa] - + 
)8.2( مثال‎ 


إذا كانت النقاط الموالية تمر بحدودية من الدرجة الثانية فأستخدم الفرق المقسم (المعادلة 
(2.50)) لإيجاد صيغة الحدودية المذكورة.والنقاط هي : (0,4) و(1,5) و (1,5-). 


الحل 

نكون الجدول الفرق الملقسم ] الجدول )9.2( ] ثم نحسب f(x)‏ لنجد أن : 
f (x)= 5+(х+1Й—11]+(х+1(х —1)/[—11,0]‏ 
(х+1)(0)+(х+1)(х—1)1)= x? +4‏ + 5 =)(/ 


وحيث نلاحظ أن h‏ ليست ثابتة Lo‏ 





= 











= 


63 


ип الفصل الثاني‎ пп 


ونلاحظ أيضاً أنه حتى لو استعملنا أكثر من ثلاثة نقاط فإننا نتوصل إلى نفس الإجابة وهذا ما 
نوضحه كما يلي: 
الجدول (9.2)-المثال )8.2( 


£ y [i o С 
23 5 
0 
1 5 : 
1 
0 4 


لتكن النقاط المارة بالحدودية هي: )4,20( 9 )0,4( و )1,5( و (1,5-). 


نكون الجدول الفرقي المقسم بالجدول (10.2). 
الجدول (10.2)-المثال(8.2) بنقطة إضافية 


x y [хх [хә ха, Xaa] 
=] 5 
0 
1 5 1 
1 0 
0 4 1 
4 
4 20 
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الآن نوجد f(x)‏ وحيث نرى أن: 
[1,1,0,4 -إ(0 - /(х)=5+(х+1]Й]—11]+(х+1)(х—1]—11,0]+ (x - 1x -1(x‏ 
(x « 10)4 (e ifi] xe 10)‏ 54 = 


= х? +4 








وهكذا نرى أنه قد توصلنا إلى نفس النتيجة . 


في ختام هذا الفصل نشير إلى امتداد مبرهنة برول؛ ونترك برهانها كتمرين للطالب» وذلك لكي 
نكتب у‏ في صيغتها النهائية باستخدام هذه المبرهنة والنتيجة التي توصلنا إليها سابقاً با معادلة 
(2.49). 


امتداد مبرهنة برول 


إذا كانت f(x)‏ دالة حقيقية ومعرفة على الفترة [а,Ь]‏ وقابلة للتفاضل k‏ من المرات à‏ 
[а,Ь]‏ فإنه يوجد Ç € (а,Ь) эде‏ بحيث يكون: 


وحيث : 


65 


ни الفصل الثاني‎ пп 


تمارین )2( 
Л‏ أثبت صحة ما يلي: 
А(с)=0 (b‏ وحیث с‏ ثابت. 
(ب) .V(x)= h‏ 
V (ax? (=0 (е)‏ وحيث саб a‏ ماذا عن قيم المؤثر الفرقي من رتبة أعلى من 3 
2 أثبت أن У"Р(х)=0‏ و حيث P (x)‏ حدودية من الدرجة .n‏ 


3. کون الجدول الفرقي للدالة “× وذلك باستخدام القيم 0,0.1,0.2,0.3,0.4 = «x‏ ثم أمده 
حتى 1= x‏ وذلك باستخدام خصائص المؤثرات الفرقية الأمامية أو الخلفية. 
4. ما هى درجة الحدودية الممثلة بالبيانات التالية: 
x 0 1 2 3 4 5 6‏ 
y 5 6 13 32 69 130 221‏ 


5. ماهي صيغة الحدودية التي تمر بالنقاط التالية: 
)6,11( ء )4,0( ‹ )2,7( ء (0,10). أحسب P(8)‏ . 
6. إذاكان "× у=‏ و 1= ۸ فأثبت أن .N'y ent‏ 
1 
7 کون الجدول الفرقي للدالة Vx‏ للقیم 5 > × 1 بحيث تكون 1= / مرة و h=‏ مرة 


أخرى. قارن أعمدة الفروق الثانية بالجدولين. 
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8 
9 ما هي الحدودية التي تمر بالنقاط: 

)0.5,7.5( , )0.4,7.416( , )0.3,7.348( , (0.2,7.272) , )0.1,7.164( , )0,7( 
10. کون الجدول الفرقي у өг‏ المعطاة أسفله. 


k 0 1 2 3 4 5 6‏ 
y, 0 1 16 81 256 625 1296‏ 
1. أوجد وصحح الخطأ الوحيد بالقيم التالية: 
k 0 1 à 3 4 5 6 7‏ 
y, 0 0 1 6 24 60 120 210‏ 


12. استعمل الخواص الخطية للمؤثر الفرقي لإثبات أنه à‏ حالة ۸= y,‏ فان 
Ay, = 3k +3К +1‏ و 6+ 66 = l5. A^ y,‏ هي ملاحظاتك؟ 


= 


13 أثبت أنه إذا كان y, = c“‏ فان Ay, 2 e'(c-1)‏ . 





Aint) - 2sin соц k z) : أثبت أن‎ 14 


15. احسب القيم الناتجة ل y,‏ من الفروق الأولى المعطاة: 


Ay, 1 2 4 7 11 16 
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1 T" 
H8 y, = ó uy, 2 Оа ےلات‎ oe. 


. إذا كان X,‏ هو مجموع П‏ من الحدود الأولى للمتسلسلة: 
1 1 1 1 1 1 


3 5 7 9 11 13 


فطبق أسلوب ó?‏ على S,‏ ورگ S55‏ قارن النتيجة التي تحصلت عليها بالعدد ‏ 7⁄4. 





SS AG) e V(L V3 od goal 
أثبت ما يلي:‎ 





Ny, = у, —3y, +3y - у, Ô 





ó رر‎ = у, - ر4‎ * 6y, —4y_ + y_, (ب)‎ 


أثبت أن E +۸( 5 шб‏ متکافثان وذلك باستعمال المؤثر .E‏ 





أثبت أنه إذا كان P(x) - x? + 2x‏ فان [5x,,x,]‏ مقدار ثابت «У‏ قيمة X,5X,] X‏ 
نقطتان [olab‏ 


x 1‏ 
. خذ في الاعتبار الدالة y=—‏ ولو أن x, =2.х=1‏ و 3= و×. فقم 26 ДЫЛ‏ 
Ë. ;‏ 


ШР 
(2.49) باستعمال اللعادلة‎ у = — لحدودية من الدرجة الثانية. ثم تحقق من أن‎ 
X 
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17 


.18 


.19 


.20 


21 


يحتوي هذا الفصل е‏ 
ex‏ 3 تقديم. 


2% 3 قانون نيوتن الفرقي الأمامي. 


29 3.3 قوانين أخرى. 


ES‏ 4.3 حدودية لاجرانج الاستكمالية. 





1.3 تقديم 
تتلخص عملية الاستكمال (أو التوليد) في أنها تلك العملية التي تقوم بتقدير قيمة ‏ التي 
gl) SL‏ تناظر) قيمة جديدة للمتغير × وذلك باستخدام y ы‏ المعلومة لمجموعة من قيم X‏ 


وهذه العملية لابد وأن تتم بناء على أسس متينة وليس بشكل اعتباطي أو بمجرد النظر والتخمين. 
ولنؤكد على ذلك دعنا نضرب المثال التالي: 


مثال (1.3) 
لو أن у(0)=0‏ و у()=2‏ و у(2)=4‏ و у(5)=10‏ فإنه رما نقاد للاعتقاد ob‏ 
у(3)= 6‏ أو أن у(4)=8‏ » أي أنه رما اعتقدنا ob‏ الدالة هي у(х) = 2х‏ ‚ 
ولكن هذا غير صحيح Lilo‏ فالعلاقة: 
у(х)= 2x + x(x -1Xx - 2(x — 5)‏ 
تعطى القيم ]855534 أعلاه والمعطاة ولكن 6- у(3)=‏ و 16- - (2)4 أي أن 6 у(3)=‏ 
у(4) = 85‏ ‚ 


من JULI‏ السابق نرى أننا بحاجة إلى معلومات كافية حتى نحصل على الجواب الصحيح؛ 
وهذا هو بالضبط ما نقوم به في عملية الاستكمال. والاستكمال نوعان استكمال داخلي وخارجي 
وبذلك نعني استكمال الجدول من الداخل أو من الخارج؛ أي بمعنى أن x‏ تقع داخل مدى 
الجدول الفرقي أو خارجه. وعموماً سوف نستعمل دائماً كلمة الاستكمال وكفى. 


نبدأ أولاً بالاستكمال الخطي كتمهيد للموضوع وحيث نهمل الفروق الثانية وما 
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أرقى منها في هذه АЈ‏ تكون y,‏ والتي Её‏ قيمة y‏ المناظرة لقيمة X‏ التي نسعى لمعرفة 
y‏ امقابلة dy‏ أي (y, = у(х„) ol‏ معطاة بالعلاقة: 
)1.3( ل Уу, +рАу‏ - وا 
وحيث ۸ م + ,× = X,‏ 

والاستكمال الخطي ما هو У]‏ حالة خاصة من قانون نيوتن الفرقي الأمامي كما سنرى في البند 
الموالي ولا نعتد به كثيراً في حساباتنا. 
مثال (2.3) 

لو حسبنا =٤"‏ ر لعدة قيم من bals X‏ حساب y‏ عند 2.01 = ШВ «x‏ نری من 
الجدول (1.3) أسفله أن: 

1 
x, = 2.00.h = 0.2‏ و2.01 = x,‏ وبذلك فان ¿p xc‏ عليه باستخدام الاستكمال 

ide dasi الخطي‎ y 


1 
y, = 7.38914 > (0.1492) = 7.4637 


‚А y, = 0.1492 أن‎ ho وحيث‎ 
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x y= e“ 
2.00 7.3891 
2.02 7.5383 
2.04 7.6906 


у(1.5) أحسب‎ (04), (1,2), (2,5), (3.10) 


(2.3) JI — (1.3) الجدول‎ 
Ay 


0.1492 


0.1523 


مثال )3.3( 


لو كانت لديك البيانات الموالية: 


باستعمال الاستكمال الخطي. 
الحل: 


نكون الجدول )2.3( أسفله ونلاحظ أن 0= x,‏ و 1.5 - x,‏ كما أن 7-1 ء بذلك فإن : 
uS. p -5‏ أن 1= Ay,‏ و 1= y,‏ عليه فإن: 
y(1.5)2 y, + Ay, =1+(1.5)1)= 5‏ 
الجدول )2.3( - الجدول فرقي للمثال )3.3( 


x y 
0 1 
1 2 
2 5 
3 10 


73 


Ay 


mm JU الفصل‎ mm 


А 1 ¿ А 
وزی آن:‎ р= فان‎ alus y, =2 و‎ x, =2 يمكن أيضا اعتبار أن‎ JULI في هذا‎ 
1 
5)=2+[к} =3.5 


وهكذا نرى التفاوت في النتيجتين وهو أمر يدعو إلى الدهشة. ولكن هذه الدهشة سوف 
تزول إذا ما تذكرنا بأن الاستكمال الخطي ما هو S|‏ تقريب أولي؛ كما أن اختيارنا يجب أن يكون 
)2.3( "7 


ولهذا JULI‏ لو قمنا بإيجاد صيغة الحدودية الممثلة لهذه البيانات فإننا سوف نحصل على : 
y =1+ ×‏ وبذلك فان 23.25 )1.5(» وهي القيمة الدقيقة والمتوقعة. ونرى Laj‏ أن القيمة 


المحسوبة باستخدام 2 = y,‏ و >= م أقرب إلى هذه القيمة. وهذا يتمشى مع العلاقة (2.3). 
مما تقدم وكما ذكرنا سابقاً سوف لن نعتد كثيراً بطريقة الاستكمال الخطي. 

3 قانون نيوتن الفرقي الأمامي 
لقد سبق وأن رأينا بالفصل الثاني أن: 


/(х)= у, +(х— а ]+........... 


+(х— х,)...(х—х„ху,х,,....‚х„] 
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ولو Uil‏ نستطيع إهمال yC)‏ فإنه ше‏ حساب у(х)‏ لأي قيمة x‏ في الفترة المطلوبة. 


لنركز الآن على الحالة التي يكون (n = 0,1,2,........( x= x, +nh à‏ ؛ أي أن e3‏ × 


Ју 27 (5.3) 











و 
Аһ A‏ 
h Hoc ^o AAA (6.3)‏ _ :اا J-‏ سے [x‏ 
X= xX; 2h 2‏ شدي 
و 
A‏ 
т sd (7.3)‏ =| 
ولو كانت القيمة ا مراد حساب الدالة y‏ عندھا هي OB ix, = X, + ph‏ 
ph POT (8.3)‏ >(×- رام + (x-x,)=(x, -x)= (x,‏ 
و 
(х— x, Xx - x, )= (x, ۴ ph x, Ko, + ph-x, h)‏ 
sedes (9.3)‏ 
Ut‏ - مام = ph(p - Jh‏ = 
و 
(x- x Xx-x,)..(x-x,)- р(р -1)..(p- r + 1)h' RES (10.3)‏ 
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وباستخدام المعادلات )5.3( - )7.3( و المعادلات )8.3( - )9.3( والتعويض بها في )3.3( مع 
الأخذ في الاعتبار (3.4) نحصل على: 


2 


Ay, 
2! 


n-l 
5 шышы» 2587». ٹک‎ (11.3) 


p(p - 1) 4p - “الاجم‎ y" (z) 


n! 


ولنبين الكيفية التي وصلنا بها إلى المعادلة )11.3( استنادا للمعادلات المذكورة سابقاً نری 





Y, = yy + PAY, + p(p -1)— + ہیں‎ 








+4 





(مثلا) أن: 
۸ 
ME‏ مام =| دوو (x - x, (x, -x pu‏ 
eu fo (12.3)‏ 
Jp - UN v,‏ _ 
!2 


Jibbs‏ نصل إلى صيغ مماثلة بالنسبة إلى بقية الحدود. 


والعلاقة )11.3( هي ما نسميها بصيغة (أو قانون) نیوتن للفروق الأمامية. ويمثل الحد الأخير 
ما نسميه بالمتبقي ويمكن إهماله إذا ما كانت y)‏ صغيرة جداً. 
ملاحظات: 


1. يعطى مفكوك A)" y,‏ +1) قيمة y,‏ ولكن بدون متبقي, أي في شكل متسلسلة لانهائية. 


76 


mu الاستكمال‎ шш 


2. يكون المتبقي مساوياً للصفر في الحالة التي تكون فيها البيانات ممثلة لحدودية. في هذه 
الحالة تكون المتسلسلة منتهية وعدد حدودها يعتمد على درحة الحدودية. 


3. يستخدم قانون نيوتن عادة عندما يكون 1 > p‏ > 0 وذلك од»‏ يتم الحصول على تقارب 
سريع. 

مثال (4.3) 
أعد حل المسألة بالمثال السابق (3.3) باستعمال قانون نيوتن الفرقي الأمامي. 

الحل: 
من البيانات المعطاة نكون الجدول الفرقي الأمامي «АЈА‏ وندرس هنا الحالتين: 


لحت 


اولا: 


لو أن 1= cy,‏ عندئذ 1.5 - م ومن الجدول )3.3( أو قانون نيوتن الفرقي الأمامي نجد 
أن: 


y, = y(1.5) 


1.51.5-1 
= y, + (L5)Ay, کوک ظا‎ 


=й а 5005) 0) 


2 
= 3.25 
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(4.3) JULI ~ (3.3) الجدول‎ 


У Ay N y 

1 
1 

2 2 
3 

5 2 
5 

10 


لو أن 2 = y,‏ عندئذ 0.5 = p‏ كما أن: 


р(р-1) м 


2 
2! 4 


Yp = у + PAY, + 
= 2+ (0.5X3)+ 0505-1). 3.5—0.25 - 5 


وهكذا نرى أنه قد تحصلنا على نفس النتيجة وهي النتيجة المتوقعة للحالتين.. غير أنه لابد 
من التنويه ob‏ استخدام p‏ بحيث تحقق التباينة )2.3( هو الذي يقود إلى الإجابة المطلوبة 
والصحيحة. 

نلاحظ هنا أيضاً بأن قانون نيوتن الفرقي الأمامي قاد إلى الإجابة المتوقعة والصحيحة. وهذا 
يوضح أهمية وقوة هذا القانون. 
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مثال )5.3( 


قيست المسافة الرأسية ‏ لجسم ساقط تحت تأثير الجاذبية АУ‏ الزمن فكانت كما هو 
معطى بالجدول المرافق» احسب المسافة у‏ عندما 0.25 -/. 


الجدول (4.3) - قيم المسافة الرأسية لجسم ساقط 





t(s) 0 2 4 6 8 


























y(m) 0 19.6 78.4 176.4 313.6 





الحل: 
نكون الجدول الفرقي )5.3( ونلاحظ أن h-2‏ 02-,1 و 0= dU t‏ فإن 


š t 1 
А у 23925 Ay, و19.6-‎ y, =0 ومن الجدول الفرقي نرى أن‎ p = F L20. 





بذلك ومن قانون نيوتن الفرقي الأمامي نجد أن: 


I) dy,‏ مام 


у, = у(0.2)= y, + рАу + 5 


الجدول )5.3( - المثال )5.3( 


y Ay N y 
0 
19.6 
19.6 39.2 
58.8 
78.4 39.2 
98.0 
176.4 39.2 
137.2 
313.6 
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أي أن: 
y, = У(0.1)= 0+)0.119.6)+ 91-055‏ 
m‏ 0.196 = 1.764— 1.96= 

مرة 2,21« وحيث أن الجدول يدلل على أن البيانات ممثلة لحدودية من الدرجة فإنه يمكننا 
إيجاد صیغتھاء ولو قمنا بذلك فإننا نحصل y = 4.9 t^ ide‏ ولو عوضنا بالقيمة 0.2 = ۲ UB‏ 
Lasi‏ على y = 0.196 m.‏ وهي نفس النتيجة التي تم التوصل إليها باستعمال قانون نيوتن 
الأمامي. 
3 قوانين أخرى 

في هذا البند نعطي بعض القوانين الأخرى ذات العلاقة بالاستكمال؛ غير أننا لن نعطي إلا 
برهان قانون بيسل وذلك لتوضيح الكيفية التي يتم بها التوصل إلى هذه القوانين. وهذه القوانين 
هي: 
[أ] قانون جاوس الأمامي 

في هذه الحالة تکون y‏ معلومة لعدد (2п+1)‏ من النقاط وهي تلك عند 
peere Xan‏ ور و ب Xos‏ . بنفس الطريقة نحسب الفروق المقسمة على النحو: 

ó 
Уу 


[s.x]- 5 
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[х,,х,х, |= Gu d (14.3) 


وباستخدام العلاقات )8.3( - )10.3( نحصل على: 
ex pp - 19 y‏ رہہ 
(p+ Dp(p D v, e...‏ + 
وهو قانون جاوس الأمامي.لاحظ ШЇ‏ نستخدم هنا الفروق المركزية. 


[ب] قانون جاوس الخلفي 
بنفس الطريقة المذكورة آنفاً نستطیع أن نكتب قانون جاوس الخلفي والذي ينص على : 


y,7»,*tpÓóy, у 4°; ۰ 1 рэ Ya, + i48 (16.3) 
n n! xU n 

وحيث | |هى معاملات ذات الحدین, ¿Í‏ أن ——=| | 
r(n- r) ` Е 686‏ 8 


[ج] قانون سترلنج 
لو استعملنا مرة أخرى النقاط عند X,‏ وي* و بي Xo,‏ وصيغة مماثلة للصيغة )4.3( فإننا 
نستطيع أن نكتب y‏ على الصورة: 
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Jp X +(x- xo |x. [+ Gm Xx х] 
+ (х X4 Хх Xo Хх X ox ووو‎ xj] Eres (17.3) 
+ (x Xx x xo (x х, Xx x [XXX,XX |+... 


وبحساب الحدود (x x Xx xy x х) 9 (x—x (x—x)ə (x- x)‏ و ...... إلخ. 


وكذلك الحدود المضروبة فيها على النحو: 











2 Ó y 
ЛЕ ма. = ا‎ 2 (18.3) 
Ж =, һ 





RARA = 5? Yo 

















)19.3( ا MM RAE‏ چک وی ای کر 

bann] كر‎ x 2? 
و‎ 

5? Yı 
[кх] ut 5-5 )20.3( 
9 
4ج‎ y 

sei (21.3)‏ یہ =| [еа‏ 
وبالتعويض في )17.3( das‏ على: 

Ó y, ó? 

y,7y,*puó y, +р? 2! velo enc 
4چ‎ Í 55 d (22.3) 
e php? تپ‎ co, pl 1p 4) y, +... 
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وحيث استعملنا العلاقات: 


1 
HÓ y, = 7 +6 او‎ an (23.3) 
و‎ 

1 
иб » مھ‎ Yy + تو‎ Jg TM (24.3) 


والعلاقة )22.3( هي ما نسميها بقانون سترلنج. 
ويستعمل هذا القانون خاصة عندما يكون p<‏ > 
مثال (6.3) 
لو كانت لديك البيانات ا موالیة فاستعمل قانون سترلنج لحساب )0.1( Y‏ تحقق من صحة 
إجابتك. والبيانات هي: 
)2,5 +( ,)1,2 €( ,)0,41( 


الحل: 





X, - s 
نکون‎ p= sr “ 20.1 08 وبذلك‎ x, 205 x, = و0.1‎ ћ=1 نلاحظ هنا أن‎ 
الجدول الفرقي المركزي (6.3) أسفله لنرى أن:‎ 


уу --ls à yy -I‏ وبذلك فإن: 


иб y, - «(C1)» 0 
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وكذلك نرى أن: 
ô’ у, =‏ 
ومن 0928 سترلج نجد أن: 


ó y, 
2! 





- поло) (orf 2] = 1.01 


(6.3) J&LI — (6.3) الجدول‎ 


y y уу ó° у, 
-2 5 
-3 
-1 2 2 
-1 
0 1 2 
1 
1 2 2 
3 
2 5 


OVI‏ لو قمنا بإيجاد صيغة الحدودية الممثلة لهذه البيانات والتي هي من الدرجة الثانيةء كما 
هو واضح من العمود الأخير من الجدول )6.3( فإننا نحصل y = 1+ x^ de‏ وبالتعويض عن 
1 = × نجد y = 1.01 у]‏ . وهكذا نرى أن قانون سترلج أعطانا النتيجة المتوقعة. وهو بذلك 
من القوانين المهمة والفعالة. 


54 


mm الاستكمال‎ шш 


ogi‏ هنا وف ختام هذا البند Ob‏ مجموعة القوانين التي قدمنا لها ونحن بصدد دراسة 
الاستكمال ما هي إلا أمثلة على سبيل الذكر لا الحصر. وسوف نكتفي بهذا القدر لنتجه إلى دراسة 
أسلوب للاستكمال يعتبر الأعم و الأشمل وهو استخدام حدودية لاجرانج الاستكمالية ذات 7 من 
النقاط. 
3 حدودية لاجرانج الاستكمالية 

تعتبر هذه الطريقة معالجة مختلفة في الاستكمال وذلك من ناحية الأسلوب والشمولية حيث 
أنها تصلح لأي قيم في X‏ متساوية التباعد أو غير ذلك. 

فلو أنه كانت لدينا n‏ من النقاط وهي : 


m n RETE 


فإننا نكون الحدوديات oa)‏ الدرجة 1— (n‏ التالية: 


20 لا ا د 





وحيث نلاحظ أن sae‏ الحدود بالبسط هو 7-1 وللحدودية L(x)‏ لا يوجد الحد 
(x—x;)‏ والسبب واضح من صيغة المقام بالحدودية. ونلاحظ أن эде‏ الحدوديات من النوع 
)25.3( هو ¿n‏ ذلك لأن 71 ........,2,ا - 1. 


كما نلاحظ أن 0 L(x,)2‏ عندما j‏ ع 1. وأن 1 L (x,)=‏ أي أن: 
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فإن: 
буу, =Ni‏ = رص $ ts,)-‏ 


i=1 

. j= 12,....n لكل‎ 

وبذلك نستطيع y = L(x)= X L, (x)y, ¿tS‏ ؛ ونلخص ما توصلنا إليه كما дз‏ 

i=l 

((هكن تمثيل أي مجموعة bli‏ بحدودية من الدرجة 7-1 وحيث п‏ هو عدد النقاط 
وتعطى صيغة الحدودية بالعلاقة (27.3) )). 

أي أن النقاط Blas]‏ تمر بحدودية من الشكل (27.3). و L(x)‏ المعرفة بالمعادلة )27.3( 
وهي ما نسميها بحدودية لاجرانج ذات n‏ من النقاط. وهي صالحة لأي مجموعة من قيم X‏ 
بغض النظر عن تباعدها. 

نلاحظ Laf‏ أن الحدودية )27.3( صالحة للاستعمال y 41 У‏ . هذا يعني إمكانية تطبيقها 
على الدالة у= К‏ (وحيث (соб k‏ هذا يعني أن: 


L(x)= k= 93 L(x) ou (28.3) 
i-l 


(تذكر y, = k ob‏ لكل (i‏ عليه فإن: 
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sä)‏ وضعنا (х) = k‏ : ذلك لأنها حدودية من الدرجة 0 وتمر ب n‏ من النقاط كل y,‏ لها 


والعلاقة (29.3) تعطى اختبارا جيداً عن مدى صحة حساباتنا. 
مثال )7.3( 
أوجد صيغة الحدودية التي تمر بالنقاط (2,5 -) و(0,1) و(1,2-) 


ثم احسب y‏ المناظرة ل 1+ .x=‏ 




















الحل: 
نضع 2— х=‏ وڈے ‚уз 725 x,--1 9 y, =19 х, = 0. y‏ ثم نحسب 
VE a L, , L.‏ 
وذلك على النحو التالي: 
یھ = )1+ L (x)= (х—0)(х‏ 
2 )241-(2-0-( 
و 
و1 (x+2)Úx+1)‏ 
L = = ۴37+2‏ 
+3х+2)‏ )ر )0&1 0-2( je)‏ 
9 


(х+2)(х—0) 2 
1„(х)= Ci-2)-1-0) х^—2х 
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ومن هذه نحسب: 
у= у + y;L, + ysL,‏ 
2C x? -2x)‏ -)2 مرو )++ 3 = 
x7 +1‏ = 
وهذه هي الصيغة Ау‏ كما أن 2 = 1+ 1(=1)ر. 
з‏ — دجو у“ 2)0 1 (e нх) (е +3х+2)+(-х°‏ 


مثال )8.3( 
asl‏ الحسابات لنفس ДЫ‏ السابق لو أن نفس الحدودية تمر بالنقطة )2,5( . ماذا تلاحظ؟ 

الحل: 

نحسب L. (x)‏ لنجد أن: 


L,(x)= n x!-4x 4) 3 L()- - = -2x) 





L,(x)- uU +3x° +2х) و‎ L(x)- +(e - 4x)s 


ومنها ومن قيم y‏ نجد أن: 
y= L(x)= SL, + L, +21, +51, = х? +1‏ 


وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها ШШ)‏ السابق. وهي نتيجة تبعث على الإعجاب 
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بهذا الأسلوب المتقن والذي يؤكد على أن ((الحدودية الممثلة ببيانات ما تحمل نفس الصيغة 
بغض النظر عن زيادة эде‏ النقاط المارة بها إذا ما استعملنا حدودية لاجرانج.)) 

ونظراً لأهمية حدودية لاجرانج الاستكمالية فإننا سوف تعطي Vs‏ مفصلاً عنها باستعمال 
الحاسوب. 
مثال (9.3) 

أكتب برنامجاً حاسوبياً يحسب حدودية لاجرانج للبيانات الموضحة بالجدول المرافق وذلك 
عند 4 = ×. ارسم المخطط الانسيابي للمسألة (علماً Ob‏ الحدودية هي من الدرجة الثانية). 
والبيانات هي: 





Ш‏ ببساطة رسم المخطط الانسيابي بشكل عام كما هو موضح بالشكل )1.3( وحيث نرى 
أن الخوارزمية تنساب كما يلي: 
sl‏ : — إدخال البيانات. 
0б‏ حساب L(x)‏ مع وضع شرط على قيم joi‏ عند حسابها حسب التعريف. 
ثالثا: ‚у= L(x) oL‏ 
رابعاً: طباعة النتائج. 


خامساً: التوقف. 
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وانطلاقاً من الشكل )1.3( واستنادا إلى خطوات الخوارزمية نقوم بكتابة البرنامجء وسوف 
نقوم هنا بإعطاء الحسابات مستخدمين عدة لغات. 


فالشكل )2.3( يعطي برنامج الحسابات بلغة «Luo‏ والشكل )3.3( oi‏ يعطيان نتائج 
البرنامج وحيث يوضح الشكل )3.3( | قيمة الحدودية عند 4— x‏ عند أخذ ثلاثة blä‏ في 
الحسابات بينما نحصل على نفس القيمة )215 (y‏ إذا ما استعملنا خمسة نقاط (الشكل 
(3.3)ب). 

ونلاحظ من المخطط الانسيابي أنه تمت الإشارة إلى المتغيرات ب X‏ و7 و LX‏ و XP‏ و 
ҮР‏ وذلك للتعبير عن النقاط (X,Y)‏ وعن الحدوديات х= x, уез L(x)‏ المطلوب حساب 
ье y‏ وهي -Yp‏ 

نعطي أيضا نفس الحسابات باستعمال لغة فوتران (90) [الشكلان (4.3) و(5.3)]؛ وكذلك 
بلغة بيسك ا رثیة [الشكلان )6.3( و(7.3)]. 


مثال (10.3) 
مستخدماً البيانات أسفله؛ استعمل حدودية لاجرانج لحساب y‏ عند 4-×. استخدم 
أحدى لغات البرمجة Š‏ حساباتك. والبيانات هي: 


x 0 3 1 2 
у 1 2 2 9 


الحل: 
هنا نكتب البرنامج بلغة © Laai‏ على 65 у(4)=‏ كما هو موضح بالشكلين )8.3( و(9.3). 
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‹ Start j 


Variables Declarations 


Dim хр yp зит. as double 
Dim LX(120),XX(* 00; YY(100] AS ARRAYS 
Dim مہ‎ J as irteger 


РА 3 Rear й of Pzinlsinap? 1 








Regd X points & ¥ 2005 





ч 
|Next; 





"Yes 


Past»PastiXp-XXi) 
MakamneMaicarn "XXX 





Leii Ре Макат 








Үр=2 





| Far i=1 To rap 


Yo-Yo-Lxt nv» 





"Мехи. 


(End; 


الشكل )1.3(- اللمخطط الانسيابي للمثال )9.3( 
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INPUT “ENTER N:';N 
NzN-1 

DIM X(N), Y(N) 

FOR 1-0 TO N 

PRINT “X”; L; “Y”; E 
INPUT X(N), Y(N) 
P=0 

FOR I=0 TON 

1=1 

FOR J-0 ТО N 

IF I <> J THEN 
L-L*(XX-X(J))/(XQ)-X()) 
END IF 

NEXT 

P-P«Y(D*L 

NEXT 

PRINT *Y(X)-^;P 
END 





(о) 


الشكل )2.3(- المثال )9.3( بلغة بيسك. 





(0) 


الشكل )3.3(- نتائج المثال )9.3( بلغة بيسك. 


92 


mm الاستكمال‎ mu 


Microsoft Developer Studio - Ali Awin - [Ali.£90] | [& | x] 


File Edi View Insert Build Tools Window Help لعالقاك‎ 
eee ые 4L. C ARR Safe 

[Ai Awin -Win32 Debus H El 
nij aA mv SERT E fes] 


8-0 Ali Awin files 









sl 













Dimension х(7),у(7).2(7) 
Real li.p.yl.xl 
Write (*,x)"'Input n.x" 
Read (*,*) n,xl 
Write (*,*)"'Input x(i).y(i)" 
Do 2 і=1,п 
Read (*,*) x(i).y(i) 
2 continue 
Write (*,x*)"The values of Li аге" 
Do 3 i-l.n 
111 
уі=1 
Do 4 j=1.n 
If(i.eq.j) go to 4 
li-lix(xl-x(j)) 
yl-yl*(xl-x(3j)) 
4 continue 
z(i)-li^yl 
Write (w,w) z(i) 
3 continue 
р=0.0 
Do 5 j-1.n 
р=р+2(ј)*у(]) 
S continue 
Write (*,*)"The values of у(х)=",р 
Stop 


End ` 
4 اگوی‎ 


onfiguration: А11 Àwin — Win32 Debug 
Build {Debug À, Find in Files À Profile 7 ll aj 
Ready | Ln 4, Col 1 REC [COL [OVA [READ 


+ 08:59 HE РЕЛЕ [Microsoft word - Doc... w) [Microsoft word - ڑا ...الف‎ ...Microsoft Develo Bf | QU» == & A | ابد‎ fif 
(90) الشكل )4.3(- المثال )9.3( بلغة فورتران‎ 


12 Ali Awin 


^ B Fileview | © InfoView 














Input «[i),u[i] 


1 
0 


1.00000 
> values of у(х) 





الشكل (5.3)- نتائج JUI‏ )9.3( بلغة فورتران (90). 
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mm الفصل الثالث‎ mm 


| s. Project1 - Microsoft Visual Basic [design] - [Form3 (Code)] 


Dim n, xp, up, dowm, alx às Double 
Dim al(100), xí(100), y(100) 
Private Sub Commandi Click() 

n = InputBox ("Number of points") 

хр = InputBox("Enter the Xp value") 
For і = 1 Ton 

x(i) = InputBox("Enter the Xi value") 
For і = 1 Ton 

y(i) = InputBox ("Enter the Yi value") 
Next i 

Call subsubroutine 

Textl.Text = alx 

Text2.Text = n 

Text3.Text = xp 

For 1 = 1 Ton 

Listi.ÀddItem x(i) 

Next i 

For i 1 To n 

List2.àddItem у(і) 

Next i 

For i- 1 Ton 

List3.AàddItem al(i) 

Next i 

End Sub 

Sub subsubroutine() 

For і = 1 Ton 











71Ton 
List2.ÀddItem y(i) 
Next i 
For i- 1 Ton 
List3.AàddItem al(i) 
Next i 
End Sub 
Sub subsubroutine() 
For і = 1 Ton 
up = 1 
down = 1 
For 3 = 1 To n 
If j «» i Then 
up > up * (xp - *)3(( 
down = down * (x(i) - х(3)) 
Else: End If 
Next j 
al(i) > up / down 
Next i 
alx = 0 
For i- 1 Ton 
alx = alx + (alii) * у(і)) 
Next i 
End Sub 














الشكل )6.3(- المثال )9.3( дәр‏ بيسك АЗЫ‏ 


94 


mm الاستكمال‎ шш 


= [аадгапд Eq. Б Lagrang Eq 


Nubmer of Points 


Value ol Xp Value أن‎ хр 


T Value o! м Velue of Xi 


Jhe value cf Yop) 


w 


The velue of `Y(xp) ۲ 5 





(b‏ (ب) 
الشكل )7.3(- نتائج JELI‏ )9.3( -لغة بيسك المرئية. 


1 
#include<stdio.h> 
#include<conio.h> 
#define m 10 
void mainO 4 
int i,j,n; 
float Xim], vI[m] , t [m], Xc, Yc,t c; 







NTER NUMBER OF POINTS "); 
Xd", ёп) ; 
printf(" ENTER THE POINTSXN "); 
for(i=0;i<n;i++) scanf("XfxF",&x[i],&v[i:)0: 
scanf("XSP"',&xc) ; 
لان السو‎ 1 

1.0; 


Lc= 0 
tor(j=-0;j<n;j++) ( 
REGE 


xD / Gi xL;‏ معاد رق 
Lc-LLi];‏ 
















1 
cirscrQ ; z 55 А 
rintf(" i x[i] v[i tii] 
LEi]*vCi Jinin"); 
Yc-0,0; 
for(i-0;icniia-2 í — 
printf ("#30415115 15 Pas fn" iil, xi? v3, cB] 1 


۷۰۶۰۷۶+11: 


0۲۲)3 Xc Ycn"); 
printfC"X18f515f",xc, vc); 


الشكل )8.3(- مثال )10.3( بلغة „С‏ 
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i ХШ ۷|.) 2] ҮТ 
1 0.000000 1.000000 — -LO0000Q -1.000000 
2 3.000000 — 28.000000 1.000000 — 112.000000 
3 1.000000 2.000000 4.000000 000 
4 2.000000 9.000000 -6.D00000 — -34, 000000 
Xc Yc 


۹4.000 65.000000 


الشكل )9.3(- نتائج JU‏ )10.3( بلغة „С‏ 


ومن المهم ملاحظة أن البرمجة التي أعطيت للحدودية كانت عامة؛ أي أنها تصلح эде (SM‏ 
من النقاط وهذا ما يجب فعله عند كتابة أي برنامج. أي أن البرنامج يجب أن يتصف بالعمومية أو 
الشمولية حتى يكون مفيداً في كل الحالات. 
نلاحظ أيضا أنه هكن القيام بالاستكمال العكسي وحيث نعني بذلك أن نعين قيمة X‏ 
ا مناظرة لقيمة ما y‏ إذا ما كانت لدينا بيانات كافية ننطلق منها. أي أنه لو byi‏ حساب X‏ 
المناظرة لقيمة ما من y‏ (أي ШЇ‏ نعتبر у‏ هي المتغير المستقل و × هي المتغير التابع) فإننا 
نستعمل الحدودية الاستكمالية التالية: 


ونحسب قيمة x‏ المناظرة لأي قيمة ‚у‏ 
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تمارين )3( 

استعمل مؤثر الإزاحة للحصول على قانون الاستكمال الخطي. 
احسب قيمة 12+ 67- х?‏ عند 1,2,3- x‏ استعمل هذه القيم والاستكمال الخطي 
وقانون نيوتن الفرقي الأمامي لحساب قيمة الدالة عند 1.5 = x‏ . قارن بالقيمة المباشرة؟ 
ماذا عن قيمة الدالة عند 2 х=‏ للمثال السابق؟ 
كون الجدول الفرقي لقيم J sinx‏ 

x20,5,10,15,20,25,30 
.sin14^ وذلك باستعمال ست أرقام عشرية» ثم استخدم قانون سترلنج لحساب‎ 


استعمل الجدول أسفله وحدودية لاجرانج لحساب )5(/: 
6 4 2 0 3 


1 


f(x) 10 7 0 -11‏ 
اشرح كيف ¿iS ç‏ استخدام متسلسلة تايلور للاستكمال. [أنظر إلى مفكوك الدالة Lf Gc t)‏ 
للمسألة 5 هل يمكنك استخدم قانون نيوتن الفرقي الأمامي؟ اشرح! 


بافتراض أن الحدودية pln)‏ هي من الدرجة п‏ وتمر ب (п+1)‏ من النقاط: 
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وأنه يمكن كتابتها على الصورة: 
e(x)- a, | a(x x, )4 а, (х x, Xx x,)4 ms‏ 





+ a, (xx, Xxx) ТУТУН (х—х„) 
قم باشتقاق قانون نيوتن-جريجوري الفرقي الخلفي:‎ 


1 
ex, = рћ) = ф(х„)+ pV o, 4 дрі رپ(‎ т 








ومو )1= +p +2)..(p +n‏ ماس 


9. قم باشتقاق الصیغ المختلفة للاستكمال التي وردت بالكتاب وم يتم اشتقاقها. 
0. باستخدام البيانات أسفلهء أكتب برنامجاً حاسوبياً يحسب (7)6 ؛ علماً بأن الدالة تكعيبية في 
صیغتھا. والبيانات هي: 
x -1 -3 3 2 1 7‏ 
y 0 -26 28 9 2 344‏ 


استخدم أربع نقاط ثم كل النقاط. قارن وناقش. 
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التفاضل والتكامل العدديان 


يحتوي هذا الفصل على: 
ك2 1.4 التفاضل العددي. 


S‏ 4 قوانين وقواعد التكامل العددي. 
4 قانون جاوس-إنك. 
4 قانون جريجوري. 
4 قاعدة سمبسن. 
4 قواعد أخرى. 


کل34 ملاحظات هامة. 





4 التفاضل العددي 


لو bae‏ قليلا للوراء لنذكر بمتسلسلة تايلور ووضعنا Ax = h‏ وقمنا بفك y,‏ بدلالة y,‏ 

















2 n 
yy Dy p Dye a БЕ یب‎ (1.4) 
2 а?у dy 
D > = 9 وحيث تعني و‎ 
..وهكذا.‎ 
ويمكن كتابة (1.4) على الصورة:‎ 
oo h” D” 
y = > ўуз ZZ L1*»^"11 (2.4) 
п=0 п! 
E d" А 7 
(D 7 J (مرة أخرى نلاحظ أن‎ 
dx کے‎ 
الآن لو أجزنا كتابة المعادلة )2.4( على النحو:‎ 
oo h"D" 
Bl jr ne. 7 (3.4) 
п=0 п! 


рар ab‏ بأن Eme"‏ وذلك Ey, o9‏ = ,ر ؛ مرة أخرى gas‏ الطرف ونأخذ 
لوغاريتم الطرفين للعلاقة E = et”‏ لنحصل على In E= hD‏ أي أن: 





oo n+l xn 
&D-i(ieA)cA- Ia Ia = СА 5 (4.4) 
n 


n=l 


وهذه ÄI‏ رغم أننا توصلنا إليها بطريقة رياضية غير سليمة.هى علاقة دقيقة 
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وصحيحة وتربط بين المؤثر التفاضلي D‏ والمؤثر الفرقي الأمامي LA‏ بالطبع هذه العلاقة تصلح 
فقط عند النقطة ) (x,, y,‏ وهي Ui‏ علاقة خاصة. وللحصول على علاقة سليمة رياضيا وعامة, 
أي أنها تصلح عند أي نقطة ) (x, y,‏ نستعمل قانون نيوتن الفرقي الأمامي كما سنوضحه بعد 


نلاحظ أيضا من العلاقة E= е"?‏ ومن العلاقة E = (1- У)‏ أنه ممكننا التوصل إلى 
علاقة مماثلة للعلاقة )4.4( ولكن ОУ!‏ بين D‏ و V‏ وهذه العلاقة تأخذ الشكل: 
1 


+V i == ы (5.4)‏ 272+ - مم 








OVI‏ بالرجوع إلى قانون نيوتن الفرقي الأمامي ولنأخذ في الاعتبار ty, = y(x,)‏ ذلك 
القانون ينص على أن: 


+ رو حصالا ماص бс) py,‏ 





y, = y, + p Ay, + 


p)^ y, x -3p? +27(۸ y, +.....‏ - دا + =y,+p Ay,‏ 
ونلاحظ أن هذه المتسلسلة نهائية عند التعامل مع بيانات Ала‏ لحدودية من الدرجة ‚п‏ 
نفاضل العلاقة )6.4( بالنسبة إلى p‏ لنحصل على: 
dx, _ dy(x,) _ dy dx,‏ 
dp dp dx, dp‏ 


p 





- һу, ENT (7.4) 
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وحيث hob‏ أن 
dx‏ 
CE e [x + ph)- h E (8.4)‏ 
dp dp °‏ 
p dx, dx‏ 


عليه بإجراء عملية التفاضل على طرف المعادلة )6.4( نحصل على: 


; 1 1 1 
hy, - ,اك‎ (» Jay, (> p? ;Je». boss YU (9.4) 








هذه العلاقة عامة وتصلح لأي y,‏ ؛ ولكن إذا أردنا التفاضل عند .х,‏ فإننا p - 0 gà‏ 
لنحصل على نفس العلاقة السابقة (4.4) التي حصلنا عليها بطريقة رياضية غير سليمة؛ وما نحصل 
عليه عندما نضع 0 - 7 هو : 





hDy,=Ay, Ly H 5 СН (10.4)‏ 
3 2 
نستطيع Laf‏ أن نحصل على علاقة مماثلة بين D‏ و V‏ إذا استخدمنا العلاقة الاستكمالية: 
2+ 1+ 
wd (11.4)‏ ہت ADER v Jv:‏ 


مثال )1.4( 


لديك البيانات أسفله. احسب D y,‏ والبيانات هى: 
5 4 3 2 
24 15 8 3 0 
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الحل: 
نلاحظ هنا أن 1= x,‏ و у„=0‏ و7-1 كما أنه عندما نكون الجدول الفرقي (1.4) 
La‏ على 3= Ay,‏ و 2= A y,‏ و0= A y,‏ و0 - Af y,‏ و .....الخ. 


وبذلك فإن: 


1 1 
D у, =- 3-—(2)+0 |= 2 
» 8-50) 


الجدول )1.4( - ا مثال )1.4( 


y Ay N y N y 
0 
3 
3 2 
5 0 
8 2 
7 0 
15 2 
9 
24 


ونلاحظ هنا أننا استخدامنا العلاقة )10.4( للحصول على رر . 
مثال (2.4) 
لنفس البيانات السابقة با مثال )1.4( احسب )1.5( 
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الحل: 
هنا نرى أن x, - 1.5 =1+ p(l)‏ 
i ve‏ 
وهذا يعني أن > = p‏ وباستخدام الجدول الفرقي )1.4( والقانون )9.4( نحصل على: 
IY 1,1 023‏ اوہ کیا y'(.5)234‏ 1۰ 
و Оор S.‏ رو Js "o‏ 
أي أن: 
у'(1.5)=3‏ 
JU‏ )3.4( 


هل كنك التحقق من صحة إجاباتك بامثالين السابقين. 
الحل: 
dile‏ هي яг‏ وذلك على الحو АЗ)‏ 


حيث أن 1= x,‏ و7-1 ومن الجدول )1.4( نرى أن البيانات تمثل حدودية من الدرجة 
UJ‏ عليه نسعى لمعرفة صيغتهاء وهو pal‏ سهل كما تعلمنا من الفصل الثاني. وصيغتها هي: 
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1 1 1 2 


Рав e (act 7 Ау, 





-0- (x-1): 34 (x -1(x 2)> 


—-3x-34x?-3x42-2x!-1 





الآن للتأكد من صحة تفاضلاتنا في المثالين السابقين نفاضل مباشرة ونعوض لنرى أن: 
у(х) = 2x‏ 
ومنها نجد أن 2 -(1) bas : y'(L.5)235‏ النتیجتان اللتان تم التوصل لهما باممثالين 
باستعمال التفاضل العددي. 
حتی الآن حصلنا على صيغ للتفاضل باستخدام ۸ و ۷ء لكنه Ше‏ أيضا استعمال Ó‏ و H‏ 
أيضا. ذلك نوضحه كما يلي: 
من العلاقة E = e"‏ ومن تعريف Ó‏ نرى أن: 


1 1 1 1 


ё=Е?-Е?=е? -e? 





1 І lip مك‎ 


ó-E?-E?z2eg? -e? =2 лр) tak (12.4) 





ولكن عندما 1 > x‏ > 0 ممكننا فك sinh ! x‏ لنحصل ide‏ 
uU е (13.4)‏ کے sinh‏ 
عليه من العلاقتين )12.4( 9 )13.4( نرى أن: 
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1 ó 35° 
hD = 2sinh IZ )= 2 =8 | Ed ле 14.4 
sin (4) E 48 1280 | TER 
ol أي‎ 

б? 365 

АР =ô i Eds وا‎ 15.4 
Tw 7? ЖУЛ ШУТЛ 0 
:1 ملاحظة‎ 


1 1 
hy; s ие y, uo Yee (16.4) 


ونترك برهان ذلك للقارئ المهتم. 
ملاحظة 2: 

إن الدقة في إجراء عملية التفاضل العددي التي قدمنا لھا تعتمد إلى حد كبير على اختیار h‏ 
وهو الحال في معظم حساباتنا الفرقية. 
مثال (4.4) 








إذا أعطيت y,20,y,-73,y,28,y, 215, y, - 24 ob‏ ون X e‏ 
المناظرة لها هي [1,2,3,4,5). فاحسب у,‏ باستخدام العلاقة )16.4( ما هي ملاحظاتك؟ 


الحل: 
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h =1‏ وبذلك فإن: 


| 1 
y, = HÓ y, ELLA Toss 
ولكن:‎ 


1 1 12 
— =—( = = 
иб y, du ya) 2 5-3) = 








كما أن: 
uó(y, -2y, + ул)‏ =(,ر 5)6 u& y, = и‏ 


1 1 1 
اده‎ y, JH | 2y, + پل ر2‎ 25s 3) 








1 
55 06 2y,*2y 4-7 y) 


= 1 (24-30+6-0)=0 


وبالتالي فإن: 


у, = 6 


ومما توصلنا إليه بالمثال السابق من صيغة الحدودية الممثلة eda)‏ البيانات نرى أن 
y; = y )3(> 2×3 = 6‏ وهي نفس الإجابة التي تحصلنا عليها باستخدام العلاقة )16.4( 
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4 قوانين وقواعد التكامل العددي 
لإشتقاق قوانين التكامل سنحصل أولاً على صيغة У Ја‏ من X,‏ إلى tx,‏ نفعل ذلك 
بإجراء عملية التكامل بالنسبة إلى 7 ؛ وذلك نوضحه كما يلي: 


X 1 1‏ 
)17.4( سس у ах = [ у(х, + ph)h dp — һ|, Jap‏ [ 
الآن لو استخدمنا قانون نيوتن الفرقي الأمامي والمعادلة )17.4( لحصلنا على: 


1а, rp Ay, 3 (o-o) ку 09 Je 




















2 
2 3 2 
p lp p^ [us 
u لم‎ Ay, د‎ Ay, Ha чеч (18.4) 
С 2 Yo 1 TEC | y, | 
1 ae S 19 ب‎ 
= F— А А | A 
و 720 7 24 و 12 | 2 و‎ 
أيضا أن ذ نستخدم القانون الفرقي الخلفي لنحصل على:‎ ок 
1 X, 1 5 2 
— dx = t— Уу 4 V Bere ш (19.4) 
к? "t 2 е 12 У 


هذه ببساطة الكيفية التي نقوم فيها بحساب التكامل باستخدام الفروق الأمامية والخلفية. 
في البند ШУЫ‏ نوضح استعمال الفروق ا مرکزیة لنحصل على قوانين مهمة في التكامل العددي. 
4 قانون جاوس - إنك 

لو استخدمنا الفروق المركزية وقانون بيسل للاستكمال الذي قدمنا له بالفصل السابق ولو 
قمنا بإجراء عملية تكامل مماثلة كما قمنا به في بداية البند السابق فإننا نحصل على: 
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js 1 1 
zo dro کر + تراس‎ (б у, 8») 
"EN +9 (20.4) 


ولو طبقنا هذه الصيغة للفترات (xa), Qn).‏ وسو(ہدںمع) ثم جمعنا 
المعادلات الناتجة لحصلنا على: 





j 
2 uly, - 8 y,) 


> h 
[0 = 20. +2 2x71 


11A 


+ °y, -5°у,)+ алб 


والصيغة )21.4( هذه تسمى بقانون جاوس — إنك. 


كما هثل الحد الأول في هذا القانون قاعدة شبه المنحرف ويرمز له بالرمز (T T.)‏ هذا الحد 





TI.- ; o. F2y, +..+ ے27‎ y,) m (22.4) 


وسمي هذا الحد بحد شبة المنحرف لعلاقة هذا الحد با مساحة تحت منحنى الدالة التي 
نريد تكاملها كما هو موضح بالشكل (1.4). وهو يمثل تقريب أولي للدالة في نطاقها. 
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الشكل )1.4( حد شبة ا منحرف كتقريب أولي لتكامل الدالة. 


4 قانون جريجوري 
иб - (E - E") EDS‏ فإن ((9-)-ه +1( = uà‏ أي أن 


иб =— (A+)‏ كما أنه هكن كتابة иб?‏ بنفس الكيفية بدلالة A‏ و V‏ من رتب Ме‏ عليه 


لو قمنا بالتعويض في قانون جاوس - إنك لحصلنا على: 








x, h h 
у dx (у, *2(y, +..+ y,4)* у„)+ (^ y, Vy,) 
x, 2 12 
E (д? y, V?y, J+ - (4° y, V?y,) Biss (23.4) 


ue. اج‎ 
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وتمثل هذه الصيغة قانون جريجوري وهو قانون مهم وسوف Шбс‏ من استخراج Bae‏ قواعد dago‏ 
في التكامل العددي. 
4 قاعدة سمبسن 
لنأخذ الحالة الخاصة 2 = n‏ أي أنه لدينا ثلاثة blä‏ عندئذ ومن قانون جريجوري نتوقف 
عند الحدود المحتوية على V?‏ أو A?‏ وبذلك فإن: 
[>а = 20, +2y * y,)* 2 (ау, -Vy,)‏ 


- (uy, -у?у,) 





24 
h h 

Oa ,نا | وو ره‎ (y, - x)] 

A a mu 5 C (24.4) 
34 20» -—2 +») 





-|® *-2y +6у, – у, – у Fy у +27 zd 
12 


h h 
- "Ter *16y, + 4y,]- at +4у + y,) 


وتمثل المعادلة )24.4( قاعدة سمبسن УШ‏ نقاط.وفي الحالة العامة ولأي عدد فردي من النقاط 


(2n +1)‏ تأخذ قاعدة سمبسن الصورة: 
h‏ کے 
E (y, +y, +..+ Yana )+ Ya, ] ius (25.4)‏ رولا +...+ ydx- 205 +4(у, T yj‏ [ 


وا معادلة )25.4( هي قاعدة سمبسن لتكامل دالة (2n +1) сыз у‏ من النقاط. 
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ملاحظة هامة: 
تذكر Ul»‏ بأن قاعدة سمبسن لا تصلح إلا لعدد فردي من النقاط. 
4 قواعد أخرى 


مرة أخرى لو كان لدينا 23 n‏ فإننا نحسب حتى V^ s A‏ في العلاقة )23.4( ولو قمنا 
بذلك فإننا نصل إلى قاعدة الثلاثة أثمان والتي تنص على : 


Аз 3h 
| yas = 8 [», ۱ Зу, | 3y, | زود‎ seeded (26.4) 





وهي قاعدة لأربع نقاط. ويمكن أيضا تعميم هذه القاعدة لعدد 4n‏ من النقاط ونترك إثبات 


أيضا لو أن 4 = à n‏ (23.4) فإن: 





X4 2h 
[»dx-—[y-3»-2»432»7] فب‎ (27.4) 


45 
مثال )5.4( 


باعتبار البيانات АЈЫ‏ احسب تكامل الدالة الممثلة بهذه البيانات مستخدما ما يلى: 
Í‏ قاعدة شبه المنحرف. 
ب. قانون جريجوري. 


ج. قاعدة سمبسن. 
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د. والبيانات هى: 
4 3 2 1 0 
48 27 12 3 0 
الحل: 


Í‏ حيث أن 1= ۸ عليه فان .7.7 II oiy‏ هو: 





TT.- 0 -2(3--12 - 27) + 48)‏ 
66 -))2(24 + )242 - 
ب. نكون الجدول الفرقي )2.4( ومنه نرى أن الدالة الممثلة للبيانات هي حدودية من 
الدرجة الثانية كما أن: 3= Ny, S V?y, 265 Vy, 2215 Ay,‏ 
الجدول )2.4( - JUI‏ )5.4( الفقرة (ب) 


y Ay Ау 

0 
3 

3 6 
9 

12 6 
15 

27 6 
21 

48 
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ومن قانون جريجوري نجد أن: 





[| ya = Tr. | _ (ду, Vy,) 2 (ау, r V2y,) 





= 664 6 21( 1 (6+6) 


12 24 
ЕГ. ان‎ ЕТ 
2 2 


ج. حيث أن sae‏ النقاط فرديء عليه يمكننا استخدام قاعدة سمبسن ومنها dasi‏ على: 





f yax = ;(o + 4B + 27] 2]12[+ 48) - 64‏ 
ونتوقع من هذه النتائج أن: 
ах = 64‏ >[ 
وذلك استنادا إلى ما تحصلنا عليه بالفقرات ب و ج. 
Ul‏ نتيجة (أ) فهي JS‏ تأكيد نتيجة تقريبية [لاحظ أن 0 = x,‏ و4 > [x,‏ 
مثال (6.4) 
هل يمكنك التأكد من صحة إجاباتك بالمثال السابق؟ اشرح بالتفصيل. 


الحل: 
نعم» هكننا التأكد من صحة إجاباتنا وذلك كما يلي: من الواضح أن الدالة الممثلة للبيانات 
هي: 
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2 


у= 3х 
ولو قمنا بتكامل هذه الدالة تكاملا مباشراً فإن:‎ 
| Gx? Jax = рер = 64 

وهذه نفس النتيجة التي تحصلنا عليها باستعمال قانون جريجوري وقاعدة سمبسن. 
مثال (7.4) 

اكتب برنامجا حاسوبيا يحسب تكامل الدالة الممثلة بالبيانات المعطاة بالمثال )5.4( وذلك 
باستعمال قاعدة سمبسن. 
الحل: 


نكتب البرنامج الموضح بالشكل (2.4) باستعمال لغة فورتران لنحصل على النتائج بالشكل 
)3.4( 
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C:*Ali AwinVXAli -1.f90] 





Ê) File Edit View Inset Build Tools Window Help 


E E e e e laa] 























7 e Fortran PowerStation version 
o e Getting Started with Fortran F 
=] e MS Developer Studio User's 
EE e Programmer's Guide 

8 e Reference 

=). QR IMSL Libraries Reference [Pr 
e Samples 

Q Build Errors 

Fortran 80 for Scientists and‏ گا 
Readme‏ > 


e Copyright 


5 FJ 8 8 8 








| 9 Infoview 






Dimension x(30).y(30) 
Real x,y,h,sr.suml,sum2 
Write (*.*)"'Input n" 

Read (*,*) n 

Write (ж, ж) "Тараб x(i).y(i)" 
Do 2 i-0.n 

Read (*,*) x(i).y(i) 
continue 

h-(x(2)-x(1)) 

Write (*,*)"h-".h 

suml=0 

Do 3 i=2,n-1,2 
suni-sumi-c(2*y(i)) 

continue 

sum2-0 

Do 4 i-1,n-1.2 
sum2-sum2-(4*y(i)) 

continue 
sr-(h^3.0)*(y(0)4-sunlcsum24y(n)) 
Write (*,*) "sr-",sr 

Stop 

End 





L: D سی‎ Á Debug X, Find in Files À Profile 7 


Ready 


е0616 LEE ФЕ ...Microsoft Develo f Microsoft word ...الف‎ m) | حبى.‎ Веайпе Player т) 
الشكل )2.4( المثال )7.4( - بلغة فورترا‎ 


Input n 
[1 


Input х(1),у(1) 


1.000000 
64.000000 
- Program terminated. 


Press any key to continue_ 


لكا 






| Ln; Col 1 REC [COL [0 


Qo F © 21 Р 








JUI - (3.4) JS JI‏ )7.4( - النتائج 
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(4.4) ويمكن أيضا كتابة البرنامج بلغة بيسك المرئية وحيث نقدم البرنامج بهذه اللغة بالشكل‎ 
.)4.4( ونتيجة البرنامج معطاة بالشكل‎ 
)8.4( مثال‎ 
أكتب برنامجا حاسوبيا يحسب تكامل الدالة الممثلة بالبيانات أسفله وذلك باستعمال قاعدة‎ 

سمبسن؛ والبيانات هي: 

х 0 1 2 3 -4 

4 13 28 49 


Је) 

نكتب البرنامج الموضح بالشكل )6.4( بلغة С‏ لنحصل على النتائج الموضحة بالشکل )7.4( 

أي أن 68 = ydx‏ | .ويمكن التأكد من صحة هذه النتائج من تكامل الدالة مباشرة وحيث نرى 
أن 1+ ‚у=3х*‏ 


لاحظ أن عدد النقاط في المثالين السابقين فردي. 
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Project1 - Microsoft Visual Basic [design] - [Form2 (Code]]‏ ,جه 


Function fx (x) 
fx-3*x*x^2 

End Function 

Private Sub Commandi Click() 
'simpson methed 

Dim a, b, n, odd, h, even, nl, n2, integ às Double 
а= 0 

р = 4 

n = InputBox("value of п") 
h= (b - a) / 4 

even = 0 

odd = 0 

к= 

For k = 1 To n - 1 Step 2 
even = even + fx(a + k * h) 
If (m2 < O) Then GoTo 11 
Next k 

odd = odd + fx(a + k * h) 
11: integ = (h / 3) ٭‎ (fxí(a) + fx(b) + 2 * odd + 4 * even) 
Next k 

Text5.Text = n 





End Sub 








الشكل )4.4( - JUI‏ )7.4( بلغة بيسك اطرثیة. 
D| x|‏ = 





الشكل )5.4( - JUI‏ )7.4( -النتائج بلغة بيسك اطرئیة. 
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firr حمس‎ tzean 
gd ud h 
# لا‎ 
таг! 
I 
clrsc 
Tena 2 ус n=1 
loar Е 
< . TI? 
м P: G ed 
torii 1 ; + 
in»»X |1] 
1 





الشكل (6.4) - المثال (8.4) بلغة ©. 


X=0 1 2 34 
Ү=1 4 13 28 49 
81-2 


sum2-13 
٢-1 


I-(h/3)*(YI0)*(4^sum1)«(2*sum2)» Y[4]) 
1-68 


الشكل )7.4( - نتائج JUI‏ )8.4( بلغة 0. 
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Xn sum2-"««sui2c« "sche" « ; 
:i2*sunzi«*.4.!; Е 
-i(2*g.m2? -Y[4] ?"; 


mm التفاضل والتكامل العدديان‎ m m 


4 5 А 
باستعمال قاعدة سمبسن. والبيانات هي:‎ [ ydx أحسب‎ aliud للبيانات‎ 


X 0 
Y 5 


1 
6 


3 4 
14 21 


نكتب برنامجا حاسوبيا بلغة © كما بالشكل )74( لنحصل على 41.3333 4( ff‏ أنظر 


#include<stdio.h> 
#include<conio.h> 
#include<math.h> 
main) 


1 
clrscr(); 


SIMBSEN.CPP 


الشكل (8.4) والذي يعطي نتيجة التكامل. 


float h,L,y[10],a-0.0,b-0.0, sur1-0.0, sum2-0.0; 


int n,i; 
cIrscrQ; 


printf("Enter The Number Of Paints n n "); 


printf("nz"); 
scanf(" Xd" 50) Ч 










printf( 
for (i-0; 


رو Hee‏ یی ہریڈ 


printf("Enter value of y[Xd] ,"ما‎ 


scanf ("%f".&y[il); 


} 

for (Ч=1;1<=п-1;) 
suml+=y[i]; 
1»1+2; 


az4*suml; 
Sie 


sum7+=y [1]; 
1=1+2: 


} 
bz2*sum?; 
printf("* 





L-h/3*(a-b«y[0]-v:n-1]5 ; 
printf("Snrhe value pf integration -X.3f*n",L); 


4۰: 
return(0); 


кактау. 


الشكل )7.4( المثال )9.4( بلغة .C‏ 
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Enter The Number Of Points n 


value of y[O] 
value of y[1] 
value of y[2] 
value of y[3] 


value of y[4] 


The value of integration 241.333 





الشكل )8.4( - نتائج المثال )9.4( „Саар‏ 
مثال )10.4( 
استخدم البيانات بالمثال )9.4( وقاعدة بول لحساب „уак‏ 
الحل: 
من قاعدة بول وحيث أن عدد النقاط عدد يساوي 5 عليه نجد أن: 


f yax = 20, x5 +32(6)+12(9)+32(14)+ 7(21)| = 41.3333 


وهي نفس التحيجة التي تحصلنا عليها باستعهال كاعد ن 

4 ملاحظات هامة 

أ. إن أحد الأمور المهمة هو معرفة مقدار الخطأ في حساباتنا أو تقديره عندما نستعمل أي 
h‏ ف یما аз‏ طريقة شبة ا منحرف نرى أن الخطأ الناتج E,‏ منهاء يحقق 
المتباينة: 
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2 
IE, < (b — a) АР (28.4) 


وحيث а‏ و b‏ هما 394 التكامل. 


أما عند استخدام طريقة سمبسن فإن الخطأ giw E,‏ امتباينة: 








> (b- ad rx x). ns (29.4) 


ues‏ القارئ المهتم OLS!‏ صحة الصيغتين )28.4( و )29.4( وذلك كي يتمكن من فهم أعمق 
موضوع الخطأ وتحليله. 

ب. إن طريقة شبة المنحرف وطريقة سمبسن للتكامل ما هما V]‏ حالتين من حالات äle‏ ضمن 
نطاق ما يسمى بطرق نيوتن- كوتس. ونلاحظ أن في طريقة شبه المنحرف تم تقريب قطع من 
الدالة f(x)‏ المطلوب تكاملها بخطوط مستقيمة وبالتالي نصل في إجابتنا إلى مجموع من 
أشباه المنحرفات؛ بينما في طريقة سمبسن يتم تقريب الدالة f(x)‏ بقطوع مكافئية (أي 
دوال تربيعية (х Š‏ 
وللحصول على دقة أفضل هكن تقريب الدالة بحدودية من الدرجة الثالثة أو منحنيات من 
الدرجة الرابعة. وهكذا تقع كل هذه الطرق في قسم كبير يسمى بطرق نيوتن - كوتس. 
ونلاحظ أنه في طريقة شبه ال منحرف نستخدم نقطتين لکل شبه منحرف [ مثلا للأول نستخدم 
(x,,y,)‏ و( (ду, yi‏ بينما في طريقة سمبسن نستخدم ثلاث 
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نقاط. وإذا ما اخترنا حدودية من الدرجة الثالثة فإننا نحتاج إلى أربع نقاط وهكذا... كما 
نلاحظ أيضا أن النقاط متساوية التباعد ؛ أي بطول خطوة ثابت وهو ۸. 


ج. ملاحظة أن مرو لی > || M= FP E‏ نرى أنه لو وضعنا 


T‏ فان “47 > || .وبتصغير قيمة h‏ يؤول Er‏ إلى الصفر. فمثلا لو كان 


عدد أشباه المنحرفات هو ۸ h = 2580 Оё‏ و بزيادة العدد إلى 2n‏ يقل الخطأ با معامل 
n‏ 





4 
واستنادا إلى هذه الفكرة تم اشتقاق طريقة أدق (أو طريقة تصحيحية) من طريقة شبه 
المنحرف وتعرف بطريقة رمبرج (Romberg)‏ وهي طريقة شعبية وتناظر في دقتها طريقة 


سمس . 


د. طريقة جاوس للتكامل- تربيعات جاوس .(Gauss Quadrature)‏ 


تعتبر هذه الطريقة طريقة Alad‏ حيث use‏ استخدامها لأي حالة بغض النظر عن الكيفية 
التي تعطى بها البيانات» أي متساوية التباعد أو غير متساوية التباعد.. لشرح الكيفية التي تعمل 
Leo ää 808007‏ نأخذ في الاعتبار الدالة الموضحة بالشكل )9.4( »و لو أن المراد هو تعيين للا 
تحت هذا المنحنى الواصل بين ¿Bs А‏ عندئذ نرى أن شبه المنحرف المكون من النقاط 
(abBA) 6‏ يعطى تقریباً للمساحة ولكنه تقریب غير كاف. 
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7 
o p————————— 


الشكل )9.4( - طريقة جاوس. 
هنا h-b-a‏ وهي كبيرة. كما أن: 


[ric Pra) rb) А) تيه‎ ٠. 04 


وحیث = ‚А, = A,‏ 
الآن لو اخترنا أي نقطتين داخل الفترة (a,b)‏ وهما C‏ و D‏ وأوصلنا هاتين النقطتين 
مستقيم ومددناه ليلتقي بالمستقيم x=bs x=a‏ ؛ عندئذ dar‏ على شبه ال منحرف اللوضح 
بنفس الشكل (9.4). وتتلخص طريقة جاوس Š‏ اختيار D s C‏ بحيث نحصل على أحسن تقريب 

للمساحة تحت المنحنى؛ أي أحسن تقريب لتكامل الدالة © إلى 5. 


نختار Б=+19 а= -1 I‏ ثم نفترض أن © كانت عند x ^ x,‏ و D‏ عند х=х,‏ 
ونكون شبه ال منحرف ا موضح بالشكل )10.4( وهو 2451 ؛ و حيث نلاحظ 
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أن النقطة C‏ هي (x, f(x.)‏ والتقطة D‏ هي (Л)‏ نحاي طريقة شبة المتحرف 


Free: suf EF) eO us (31.4) 


ثم نحاول إیجاد المجاهيل الأربعة وهي X,‏ و32 و٥ -C39‏ 





الشكل )10.4( طريقة а= +1( wgl‏ و (b=-1‏ 
نفترض Lal‏ أن هذه الطريقة Jig» Bas) gla‏ بسيطة مثل у=х?,у=х,у=1‏ 
و y = x^‏ أي أن هذه الدوال تحقق المعادلة )31.4( عندئذ نرى أن: 


0 dx=2=c +C, سے‎ (32.4) 

9 

г وو© + ,© - 0 - ل‎ ——àà — (33.4) 
9 
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+1 2 
f 2 dx = m GX +X ^X) e (34.4) 
Š 
JUR 007 3 
E ах=0=сух+с,х; Cl l l m (35.4) 


وبحل المعادلات )32.4( - )35.4( das‏ على : 





х = -х, = و‎ € =c, =] 


1 
43 
وهكذا نصل إلى صيغة تكامل الدالة امطلوب بطريقة جاوس وذلك كما يلي: 


Губ ао) 7] 5) | کر‎ 


)0.57735(/ +)0.57735—(/ = 
من المهم ملاحظة أننا Use‏ حدود التكامل بالعددين 1- а=‏ و 1+ = cb‏ إلا إنه يمكننا دائماً القيام 
بتحويل ما لتغيير حدود فترة التكامل من [a,b]‏ إلى L1]‏ -[ وهذا التحويل هو من النوع: 
(a+b) (b-a) ,‏ 


x= зем СЛ ہو‎ (37.4) 
2 2 





.X, =b9 ہد‎ =a ويقابلها‎ x, =+] و‎ xi = -1 وحيث‎ 


м)‏ لو كانت b-ls a-20‏ فان )74( تستوجب أن 


1-0 0+1 1-0 0+1 
=)1 ; 1 -(1 - توقع). 
DESSEN EC i Ee‏ 
وهذا ويمكن تعميم طريقة جاوس Bas)‏ نقاط 3S1)‏ من Q‏ أي ل n‏ من النقاطء عندئذ 
يكون لدينا: 
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[лах =c f(x )+c,f(x,)+... +c Jx) ev ms (38.4) 
من‎ 2n "ITI من‎ n و‎ сүз من‎ П وف هذه الحالة يجب تعيين‎ 
المجاهيل..‎ 
والجدول (3.4) يعطي معاملات تربيعات جاوس والإحداثيات السينية للنقاط من 2 إلى 6. [أنظر‎ 
امراجع].‎ 
.6 لعدد من النقاط من 2 إلى‎ x, الجدول )3.4( معاملات تربيعيات جاوس والإحداثيات‎ 
x, الإحداثيات‎ c; عدد النقاط ال معاملات‎ 
x, = —x, = -0 35 С=С, =1 2 
X, = —x, = 7 су = с; = 0.5 s 
x, = 0 c, 8 
—X,--x,-0.861136 с=с, = 0.347855 Й 
–х, = +x, = 0.33998 с, = c, = 0.652145 
- = х; = 0.9061799 с =c, = 0.236927 
—x, = х, = 0.538469 с, =c, = 0.478629 5 
x, = 0.0 c, = 0.568 
- = х, = 0.9324695 с, = с, = 0.171325 
=x, = х; = 0.6612094 с, =c, = 0.360762 6 


-x,2x,20.2386192 с, =c, = 0.467914 
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وكمثال على استخدام هذه الطريقة نأخذ في الاعتبار التكامل f )1- × ( dx‏ = 1 ولو اعتبرنا نقطتين 


فقط فإن التحويلة المطلوبة هي: 0= x=‏ 


ذلك لأن 1= x'‏ تقابلها 1= x' 2-15 x‏ تقابلها 20 ×. 


ener) ل‎ 


= |) dx' 


rai 


عليه وباستخدام المعادلة )36.4( نجد أن: 


5 5 
7 | = | | [ — — 


نلاحظ أيضا أن التكامل المباشرة يعطي القيمة التامة 6 Wi‏ فإن الخطأ في هذه الطريقة هو: 








:——9 








E = 5, -I = -0.0139 

مما تقدم نرى نجاح هذه الطريقة وسرعة تقاربها مقارنة بطريقة شبة المنحرف المعتادة. 
وهي أيضا تضاهي طريقة سمبسن في الدقة. 

نلاحظ أيضا أننا سقنا JEL‏ السابق للتوضيح فقط وعلى القارئ أن يكتب برنامجا حاسوبيا 
مستعيناً بالجدول (3.4) للحصول على قيمة التكامل المذكور بدقة أعلى. 
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(4) تمارين‎ 
أثبت أن:‎ 
1 3 1 5 © i 
А =V + >۷ +V + ےی‎ У – 
2 3 і=1 l 


استنتج العلاقة: 
р+1‏ 
y, = Y, + pVy, 4 5 y». e‏ 


ثم أثبت العلاقة بين D‏ و ۷ وامذكورة بالتمرين 1 ؛مستخدماً طريقة Qualis‏ المتسلسلات. 
احسب sinx‏ باستخدام أربعة أرقام عشرية ثم احسب مشتقة sinx‏ عند = 
وذلك للقيم اموالية: 

x = 30,40,50,60 ب-‎ х = 42,44,46,48 أ-‎ 

قارن بين النتيجتين وبين المشتقة المباشرة. 
أثبت صحة ما جاء من صيغ للخطأ في البند (3.4). 
Š i>‏ الاعتبار حدودية لاجرانج الاستكمالية ذات الأربع نقاط X,‏ ,ر×,ر×,ر× لإثبات أن: 


۱ _)-11y, *18y, -9y B 
L'(o)- 1 2 А 
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تحقق من صحة القوانين المختلفة للتكامل التي جاءت بهذا الفصل وم تثبت. 


أثبت قاعدة سمبسن Š‏ الحالة العامة أي عندما يكون 2n +1 UJ‏ من النقاط. 


باستخدام قانون جريجوريء أثبت أن: 





[^ dx=h 1 1 | | | ‚1 
ME ose TVi a Fet Yna t qs 





h° , A ht m т, 
12 (y, yl)4 تا‎ y")4 РИУ 


من نتيجة التمرين 8ء هل ممكنك إيجاد مجموع مكعبات الأعداد الصحيحة من 1 إلى 7 
(أي (S i?‏ [استخدام الدالة [y = x°‏ 
п=1‏ 


2 
X 


1+ 
بشتى الطرق العددية التى تناولناها. ما هى الصعوبات التى 
توان وكيك گا (ele calci]‏ 





عالج التكامل dx‏ 


E 


H(x‏ عند 0.5 х=‏ وباستعمال أربعة أرقام عشرية. 


i‏ جج 

E yl a 
لنقطتين وثلاثة نقاط. قارن بالتكامل‎ [3xdx فرتعا خان الات فل‎ daa 
المباشر.‎ 
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11 


12 


يحتوي هذا الفصل على: 


asas] ДЫЛ) 152‏ للمسادلات rl дада d‏ 
5 طريقة التنصيف. 
5 طریقة الموضع الخاطن 
5 طريقة نیوتن - رافسون. 


2.525 حلول المعادلات Азу‏ 
5 حلول المعادلات الآنية الخطية 
Јә 5‏ معادلات الآنية غير الخطية. 





5 الحلول العددية للمعادلات في متغير واحد 
في هذا البند نهتم بدراسة بعض الطرق التكرارية لحل المعادلات من النوع: 
fo-=0 ou )1.5(‏ 
وحيث نلاحظ أن الدقة الناتجة عند استعمال مثل هذه الطرق تقدر بالخطأ الناتج عن 
التقريب في آخر تكرار. 
à‏ امعان استعيل عدة طرق ويتم اختبار تقاربها. فيما يلي نستعرض بعض الطرق وحيث 
نركز على أكثرها شيوعيا وهي طريقة نيوتن ورافسون. 
5 طريقة التنصيف 
حتی dar‏ على أحد جذور Дз)‏ )1.5( نبحث عن قيمتين X 2 X,9 × = X,‏ بحيث 
يكون f(x.) 9 f(x)‏ بإشارتين مختلفتين؛ ثم نحسب fo) 9 X = (а +x)‏ فإذا 
كانت f(x.)‏ و f(x.)‏ لهما نفس الإشارة (ЈА)‏ فإنه نعيد الكرة باستخدام x,‏ و ex,‏ أي أن 
x, = (+=) амач‏ و t f(x.)‏ ونعيد عملية اختبار إشارة f(x)‏ وهكذا سس او 


افترضنا أن f(x)‏ مستمرة ШӘ‏ نصلء عن طريق التقارب» إلى جذر المعادلة 0 > (:3)/ . [أنظر 
الشكل (1.5)]. 


ونلاحظ أن هذه الطريقة بطيئة ولكنها بسيطة كما أن تسميتها واضحة من طريقة عملها. 





бауы  Jix)en ауа لام‎ < 0 
2€ >< < < 
Xa X, ^5 23 ^1 


الشكل )1.5( توضيح بياني لطريقة التنصيف 
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مثال )1.5( (مثال توضيحي) 


باستخدام طريقة التنصيف أوجد جذور المعادلة 0 = 5- (X^‏ مستخدما رقما عشريا واحدا 
في حساباتك. 
الحل: 

نرى هنا أن 5- ”×  f(x)=‏ نختار 2= ,د 533 x,‏ لنرى أن 0 > 4-5 -(2)/ و 
0< 3(>9-5), بذلك نحسب x, ae =o‏ و0< 5- (2.5) .fQ.5)2‏ 

وحيث )2.5( f‏ لها نفس إشارة )3( عليه فان x,‏ هي 2.25 = —— = sx,‏ كما أن 


0 < 5 - 5.0625 =(2.25) £ وھکذا فإن 2.125 = اڈ = ,× /(х,)<0ә‏ نحسب 








2 +2.125) = ,د لنحصل على 22.1875 x,‏ كما أن 0<) ¿f(x‏ عليه فإن: 
por f(x,)«05 x, = (2.21875 + 2.25)/2 = 2.21875‏ فنحسب 
f(x,)«0 E x, = (2.21875 + 2.25)/2 = 2.234375‏ = فان 
225)/2 + 2234375( = ود وتساوي  f(x)«0s x,222421875‏ نحسب 
2.24218575+2.25)/2( = × لنحصل على: 223828125 = × f(x,)»05‏ 
ونستطيع الاستمرار في هذه العملية д»‏ نتوصل إلى الدقة المطلوبة. 

ds‏ مثالنا نرى أنه لو كانت الدقة المطلوبة هي حتى رقمين عشريين فإن الإجابة هي 


х= 2.23‏ إذا كانت الدقة المطلوبة هي حتى رقم عشري واحد O‏ الإجابة هي 2.2 = ×. 
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ونلاحظ أن الحسابات اليدوية متعبة بل ومزعجة عليه نلجأ للحاسوب وحيث نقوم بإحدى 
طريقتين لإيقاف الحسابات والوصول إلى الدقة المطلوبة. 
الطريقة الأولى 

أن نحسب» من خلال حلقه (Do Loop) Jas]‏ وأن نجعل العملية من مائة تكرار أو أكثر إن 
لزم الأمرء وبالتأكيد سنصل إلى الدقة المطلوبة في إيجاد جذر المعادلة. غير أن هذه الطريقة jsb‏ 
وقتا أو У Ша)‏ بأس به من زمن الحاسوب» وعليه فهي غير مرغوبة. 
الطريقة الثانية 

نضع إطاقة أو تسامح (E)‏ على القيم المتتالية للجذر بحيث تتوقف الحسابات عندما da‏ 
قيمة معينة Уф)‏ 104 = ۶) والتي نحددها نحن حسب الدقة التي نرغب في 





X 





nd X, 


الوصول إليها. أي أننا نجعل: 


ийм (2.5) 





X X 


п+1 ^n 


وهذه الطريقة هي الطريقة المثلى للوصول إلى الدقة المطلوبة وبسرعة. 





مثال (2.5) 
أكتب برنامجا حاسوبيا يحسب جذر المعادلة 0 = cos x — x‏ باستخدام طريقة التنصيف. 
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بلغة فورتران لنحصل على النتائج اللوضحة 


.x = 0.‏ وأن الخطأ في f(x)‏ بعد 30 DLS‏ 


. 
. 


نكتب البرنامج الموضح JS Jb‏ )2.5( وهو 
بالشكل )3.5( وحيث نرى أن: 739085133760 
يساوي .0.46x10‏ 


الحل 


لاحظ أن £ مختارة هى: "107 = ۶. وهكذا توقف الحاسوب بعد 30 تكرار. 


Ele Edi View Inset Вий Tools Window Help 


x|‏ لقاع 





لمك [ај‏ ا تک كاه epa‏ 





е A [Awin 51 -Win32 Debug 3 ]سنك‎ 





ee]‏ رك سه БЭ] ORE ee]‏ زر 





5-3 Awin 51 files 








0اث 








F(x)scos(x)-x 
EPS-0.0000000001 


FAl-F(A1) 
FÀ2-F(À2) 
АЗ=(А1+А2)/2 
РАЗ=Е(А 
IF (abs 
TEST-FA1x*FA3 

IF (TEST.GT.0)THEN 
À3 


Е 
WRITE (*,50)I, 
FORMAT (2X,'I 
2+1 


15 
50 


20 


90 FORMAT (2X,'I-',2X 
STOP 


END 





Build 3 





double precision function F(x) 
double precision x 
Fs2cos(x)-x 


double precision A1,À2,FA1,FÀ2,X,A3,FA3,EPS 


3) 
(FA3)-EPS) 20,10,10 


À3,FÀ3 
=' , 2K, ' ROOT= 


',E18.9,10X, 'F(X)=',E18.9) 


GOTO 5 
WRITE (*,90) I,A3,FA3 
.'ROOT- 


',E18.9,10X, 'F(X)-', E18.9) 


>й 





Ready 


+1034 ERE PES 


— Microsoft Developer 58 | Microsoft word &Л Jai... 53 || 





| صا‎ 20,0118 [REC [COL [OVA [READ 


OO Ra © ين‎ Ji 


الشكل (2.5) - المثال (2.5) - طريقة التنصيف بلغة فورتران. 
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Microsoft Developer Studio - Awin 51 - [12] 
File Edit View Inset Build Tools Window Help 


um حلول ال معادلات‎ m m 


]1815 
لعالقاك 





||| | [ые 





۲۰١۰۰۰ zi کالفا فلع‎ 







































1 Ë) FileView |  InfoView. 


= 
E 
Н 
š 
4 
[or] 
e 
; 








- - - 1  5.000000000000000E-001 ^ 3.775825618903727E-001 
8-0 Awin 51 files 2  7.500000000000000E-001  —1.831113112617911E-002 
3  6.250000000000000E-001 1.859631195052179E-001 
4 6.875000000000000E-001 ^ 8.533494615247154E-002 
5 7.187500000000000E-001 3.387937241806648E-002 
6 7.343750000000000E-001 7.874725458501307E-003 
7  7.421875000000000E-001  —5.195711743759259E-003 
8  7.382812500000000E-001 1.345149751805142Е-003 
9  7.402343750000000E-001  —1.923872780897719E-003 
10  7.392578125000000E-001  —2.890091467901008E-004 
11 7.387695312500000E-001 5.281584336581232E-004 
12  7.390136718750000E-001 1.195966713218585E-004 
13  7.391357421875000E-001  —8.470073137477839E-005 
14  7.390747070312500E-001 1.744934663995952Е-005 
15  7.391052246093750E-001  —3.362534821037716E-005 
16 7.390899658203125E-001  —8.087914744754165E-006 
17  7.390823364257813E-001  4.680737457865949E-006 
18 7.390861511230469Е-001 -1.703583265896987Е-006 
19 7.390842437744141bE-001 1.488578440373572E-006 
20 7.390851974487305E-001  —1.075020766646987E-007 
21 7.390847206115723E-001 6.905382658787228Е-007 
22 7.390849590301514Е-001 2.915181156130497Е-007 
23 7.390850782394409Е-001 9. 200802472567136Е-008 
24 7.390851378440857E-001  —7.747024656653244E-009 
25 7.390851080417633E-001 4.213050036275126E-008 
26 7.390851229429245Е-001 1.719173793509601E-008 
27 7.390851303935051Е-001 4.722356659739909Е-009 
28 7.390851341187954Е-001 -1.512333993333812Е-009 
29 7.390851322561503E-001 1.605011334504091Е-009 
30 7.390851331874728Е-001 4.633867091040009E-011 

















Ready [ Ln1.Col1 [REC [COL [OVR [READ 


0140 EE ا‎ [Microsoit word - ل‎ Jll... E) ... Microsoft Developer ااقق‎ O O D SI € A| |а 
.)2.5( الشكل )3.5( - نتائج البرنامج بالشكل (2.5) للمثال‎ 


5 طريقة الموقع الخاطن 
هذه الطريقة مثلها مثل طريقة التنصيف Ulo‏ تتقارب ولكنها بطيئة التقارب مقارنة بطريقة 
نیوتن - رافسون التي سوف نتعرض لها بالبند الموالي؛ كما أنها تحتاج إلى قيمتين ابتدائیتین للبدء. 
لتكن الدالة هي f(x)‏ كما هو موضح بالشكل )45( ولنختار نقطتين x,‏ على هين الجذر 
(أي أن 0 Cf(x,)»‏ و x,‏ على يسار الجذر (أي أن 0 .(f(x,)<‏ 


نرسم الوتر الواصل بين النقطتين (( B(x, f (x,))s A(x,, f(x,‏ وهذا سوف ghi‏ اللحور OX‏ 


Xn Š 
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نقوم باختبار إشارة ) f(x,‏ : فإذا كانت 0 ») f(x,‏ فإننا نستبدلها ب x,‏ ؛وإذا كانت 
f(x, ) « 0‏ نستبدلها ب x,‏ وف الحالتين نعيد فنرسم قاطعاً جديداً Ja‏ بين النقطتين المختارتين 
بعد اختبار إشارة f (x,,)‏ . 








Bl. f(x) 
الشكل )4.5( - طريقة الموضع الخاطئ.‎ 


فمثلا في الشكل )4.5( يكون القاطع الجديد هو المستقيم 46. ونلاحظ أن اختيارنا للنقطتين 
الابتدائيتين А‏ و B‏ يكون بحيث تقع А‏ و 8 في جهتين مختلفتين من المحور .ОХ‏ 


ونلخص القاعدة المتبعة في طريقة الموضع الخاطئ كما يلي: 
л‏ إذاكان f(x) f(x,)«0‏ فإننا نبدل X,‏ ب XQ‏ 
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3x, فإننا نبدل ,3 ب‎ f(x): f(x,)» 0 бу 2 





كما أن: 
(x, - x;) (x,)/ (x, )— (x, )/ (x, )‏ 

x رے‎ c c (= 2 r S O n 3.5 
مار ار‎ f) f(x) "EY 

هذا ونستمر في القيام بعملية رسم القاطع الجديد حتى نصل إلى الجذر المطلوب ээ]‏ @ 
في الشكل (4.5)]. 
مثال (3.5) 

أكتب برنامجا حاسوبيا بحسب جذر المعادلة 0 = ×3 - e"‏ وذلك باستخدام طريقة الموضع 
الخاطئ. 
الحل: 


بعد وضع تصور للخوارزمية المناسبة نكتب البرنامج الموضح بالشكل )5.5( والمكتوب بلغة 
فورتران ومنه نحصل على النتائج الموضحة بالشكل (6.5) وحيث نرى أن الجذر هو 
‚х = 0.619061284‏ 
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double precision function f(x) 

B a Awinl1 files double precision x 

= E ]۵01 f-exp(x)-3*x 
return 
end 
double TSE xl, xr, fxl,fxr,xn, fxm, eps 
f(x)-exp(x) 
560008808002 














fxr-exp(xr)-3*xr 
fxl-exp(xl)-3*xl 
xn-(xl-(((xr-xl)*fxl)/(fxr-fxl))) 
fxm-exp(xm)-3*xm 

IF (abs(fxm).LE.eps) goto 20 
test-fxl*fxm 

IF (test.GT.0)THEN 


WRITE (1,15)i,xm,fxm 
FORMAT (5x,' i3,5x, ROOT-',E15.9,10x, 'Е(х)=',Е15.9) 
і=і+1 


GOTO 5 

WRITE (1,30) i.xm,fxm 

FORMAT (5х, 'і=',13,5х, ROOT-',E15.9,10x, 'F(x)-',E15.9) 
STOP 





. 780202717E+00 .158693619E+00 
2 Awin11 files i .673346866E«00 :592517494Е-01 
pars i :635681618Е+00 ( .187360458Е-01 
і :623990503E«00 :561058900E-02 
:620509082Е+00 .165261631Е-02 
1619485310Е+00 :484414075E-03 
:619185368Е+00 ( :141788077E-03 
:619097588Е+00 ( .414839998E-04 
19071906E+00 21357960E-04 
19064393E+00 55009787E-05 
19062195Е+00 03850317E-05 
:619061553Е+00 ( .303730364E-06 
:619061364Е+00 .888668471Е-07 
:619061309E«00 :259959346Е-07 
:619061293Е+00 :760450686Е-08 
1619061289Е+00 1222452185Е-08 
:619061287Е+00 .650732007E-09 
.619061287E«00 . 190356658. 
:619061287E«00 :556844582Е-10 
:619061287Е+00 .162890684Е-10 
:619061287Е+00 1476522402Е-11 
:619061287Е+00 ( .139383557Е-11 
6ئ‎ +08 1407739272Е-12 




















الشكل )6.5( - نتائج المثال )3.5( بفورتران. 
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في الشكل )7.5( نعطي برنامجا بالماتلاب لنفس JULI‏ )3.5( وكذلك النتائج المحسوبة بهذا البرنامج 
[الشكل (8.5)]. 


B) C:\MATLAB6p5\WORKSAwin.m 3 [- [8] x] 


x-linsapace (0,2,10); 

for 1=1:10 
f(i)=exp(x(i)); 
p(i)=3*x(i); 


subplot(2,2,1); 
plotix,f,'-rs','Linewidth',2,... 
'"MarkerEdgeColor','k',... 
'"MarkerFaceColor','r',... 
"MarkerSize',3); 
title('The Function y-3x!'); 


* To input the quess 


xleinput('please input X1=') 
xucinput('please input Xu=') 





while ea>es 
fl=exp(x1)-3*(x1); 
fu=exp (xu) -3* (xu) ; 
xroldexr; 
xr-xu- (fur (x1-xu) )/(£1-£u) ; 
fr=exp(xr)-3*(xr); 
ea=abs((xr-xrold)/(xr)); 
e(i)=ea; 
test=fl*fr; 
if test<0 

xuexr; 

else 


و[ ججج 


disp('Root of an equation using false position method'); 
dispi'-- А 
fprintf( root of given equation is -53. 

fprintf('It took 542.00 iteration to find root. in 
fprintf('error to find root -*3.5fWn',ea); 





الشكل )7.5( المثال )3.5( بالماتلاب. 
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Fie Edi View Web Window Help 


D g | E Bm e c "| ? | Current Directory: | : ۸۸27/۸7۴ 7] E 


please Input XL=0 
please Input XU=0 








the root of give equation is 66ء‎ 


It took 33 iteration to find root. 
error to find ٥٣-0 


4 


44 Start | Ready 
SU النتائج باستعمال‎ - (3.5) JU - (8.5) الشكل‎ 





di; Jo 3.1.5‏ نيوتن - رافسون 
مقارنة هذه الطريقة بغيرها من الطرق الأولى نجد أنها تضاعف الدقة في эле‏ الأطراف 
المعنية في كل عملية تكرار؛ ويمكن اشتقاق الطريقة كما يلي: 
لو كانت dbi f(x)‏ للتفاضل في فترة تشتمل على الجذر ‏ = × وإذا كانت X= x,‏ هي 
قيمة تقريبية لهذا الجذر فإنه باستخدام نظرية القيمة المتوسطة نجد أن: 
٣۴‏ - ' 
po- 0 (4.5)‏ 


x-a 
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وحيث Ul‏ لا نعرف قيمة Ç‏ بالضبطء gas‏ كتقريب f'(C)m }'(х,) dsl‏ لنحصل على 
قيمة تقريبية أخرى ل a‏ من العلاقة نسميها X,‏ : 





والعلاقة (6.5) بدورها تقترح التكرار العام التالي: 


nd 7X. T fer) A (7.5) 


والتكرار )7.5( هو ما نسميه di: las‏ نيوتن-رافسون. 
يمكن أيضا اشتقاق العلاقة (7.5) باستخدام مفكوك تايلور. 
الآن من المعادلة (7.5) نستطيع أن نكتب: 


x 





ولو رجعنا مرة أخرى إلى متسلسلة تايلور فإن: 


f'(z,)‏ في 1 _ (مع) 
2 





m 
= 
~ 
РЕ 

m 
= 
М. 

| 

ہت — 
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وهذه العلاقة الأخيرة توضح بأن: 
)12.5( 7 

وهذا يعني تضييق الخناق على الخطأ باستخدام طريقة نيوتن ورافسون. ولهذا السبب 
تسمى هذه الطريقة أيضا بالطريقة ذات الرتبة الثانية. ذلك لأن معدل تقاربها أعلى من ذلك 
بالنسبة للطرق الأخرى وامذكورة آنفا. ولعل المأخذ الذي نأخذه على هذه الطريقة كونها بحاجة 
لحساب f'(x)‏ عند نقاط عديدة. 

ولمعرفة تقارب هذه الطريقة نود الإشارة إلى أن المقدار 
Cool)‏ قيمة ۸. عليه لو وضعنا: 


fer) "M تت‎ (13.5) 


وعينا قيمة Г‏ بعدد صغير معين (f2107 Уф)‏ فإن الحسابات تتوقف هجرد أن 
تتحقق المتباينة (13.5). 
وتسمى í‏ بالتسامح أو الإطاقة؛ أي أنها القيمة التي تحقق المتباينة )13.5( بحيث نستطيع بعدها 
إيقاف الحسابات؛ أما قبلها فلا يجوز ذلك وإلا فلن تكون حساباتنا دقيقة. 
وتطبيقات طريقة نيوتن ورافسون كثيرة ومتنوعة. بل وتفوق نظيراتها مثل طرق التنصيف وال ملوضع 
الخاطئ» حيث uil‏ تصلح في مواضع وحالات لا تصلح فيها الطريقتان المذكورتان. 








Xn+1 =x‏ يتناقص وبسرعة كلما 


n 
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مثال )4.5( 
لنفس te" - 3x =0 АБЦ‏ أكتب برنامجا حاسوبيا لحساب جذرها وذلك باستخدام 
طريقة نيوتن ورافسون. 
الحل: 
في الشكل (9.5) نعطي برنامجا مكتوبا بلغة © كما نوضح نتائج هذا البرنامج بالشكل (10.5) 
وحيث نلاحظ أن الإطاقة أو التسامح الذي تم اختياره هو 10 -6. 
*include«stdio.h»‏ 
*include«conio.h»‏ 
*include«math.h»‏ 
#include<stdlib.h>‏ 
void main( )‏ 
1 
float diff,x0,x,xn,xl,y,yl,e;‏ 
int c-o;‏ 
clrscr( );‏ 
e=10E-5;‏ 
x-0;‏ 
printf(^tn х\п\п\п”);‏ 
do{‏ 
у=ехр(х)-3*х;‏ 
yl=exp(x)-3;‏ 
хп=х-у\у];‏ 
prnitf(“\t%d — %#\п\п\п”,с,хп);‏ 
x-xn;‏ 
diff-fabs(y/yl);‏ 
C++;‏ 
]while(diff>e);‏ 
getch( );‏ 
} 


.C بلغة‎ (4.5) JU - (9.5) الشكل‎ 
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n x 
0 0.500000 
1 0.610060 
2 0.618997 
3 0.619061 


الشكل )10.5( -نتائج JULI‏ )4.5( بلغة „С‏ 


في الشكل )11.5( نعطي برنامجا بلغة باسكال ونبين النتائج بالشكل (12.5). 
Program РКОЗ (input,output) `‏ 
Var x:real;‏ 

Xn,y:real; 

Linteger; 

Label Q; 

Begin 

Writeln (‘please enter х0”); 

Read(x); 

Q; 

if (exp(x)-3*x«»0)then 

begin 

Xn-x-((exp(x)-3*x)/(Exp(x)-3)) 

Writeln (Xi = ,xn); 

X:=Xn; 

Goto Q; 

end; 


end. 


الشكل )11.5( المثال )4.5( بلغة باسكال. 
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please enter 0 

х0=6.1572189951Е-01 
х0=6.1905229448Е-01 
х0=6.1906128667Е-01 
х0=6.1906128674Е-01 


الشكل )12.5( - نتائج المثال )4.5( بلغة باسكال. 
ونلاحظ أنه في نتائج البرنامج يكون الجذر هو : 
x = 0.619061287‏ 


في ختام استعراضنا للطرق السابقة من تنصيف وموضع خاطئ di os‏ نيوتن ورافسون نجد 
أن السؤال التالي يطرح نفسه بإلحاح وهو: 
ماذا عن تعدد الجذور؟ إنها مشكلة جدية! 


فمثلا لو буле!‏ المنحنى 0 -11-5+ 7:2 - f(x)» x?‏ والمبين بالشكل )13.5( 


y| f(x) 


الشكل )13.5( - تعددية الجذور 


نلاحظ أن 0 f(x) (x- 1) (x-5)2‏ أي أن xps Х=1‏ و x25‏ مرة واحدة. 
وبذلك فالجذر 1= × متكرر (بتعددية -2). 
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كما نلاحظ أنه هكن الحصول على الجذر 5 = x‏ بأي طريقة من الطرق التي أوردناها.بينما 1 = × 
يمكن الحصول عليه بطريقة نيوتن ورافسون ولكن لا يمكن الحصول عليه بطريقة التنصيف أو 
بطريقة الموضع الخاطئ. عليه نحصل على 1= x‏ بطريقة نيوتن ورافسون ثم نستعمل طريقة 
القسمة الاصطناعية لنتخلص من الحد )1 — (x‏ فنحصل على حدودية من درجة أقل بواحد. وهذه 
نحصل على جذورها بإحدى الطرق السابقة. فمثلا للحدودية المذكورة أعلاه نجد أن خارج القسمة 
هو: 

Xx” — 6+ 5 


وذلك يتضح من القسمة ال موضحة أسفله: 


lx x X X 


5 حلول المعادلات الآنية 


في هذا البند نناقش حلول المعادلات الآنية وحيث نتطرق في البداية إلى حلول المعادلات 
الخطية ثم نتحول إلى معالجة المعادلات الآنية غير الخطية. 


5 حلول المعادلات الآنية الخطية 


لو كان n UJ‏ من المعادلات في n‏ من المجاهيل ونريد إیجاد قيم هذه المجاهيل فإننا 
نتعامل عندئذ ما يسمى بال معادلات الآنیةء وتكون خطية لو كانت على الصورة: 
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ах Ta, X, t... Faux, = y, 


G, X, + G. X, + .... + A,X, = у, 


ал ъа,» +... G X, = y, 


أو في صورة أخرى على الشكل: 


AX-2Y | 2 2 pe (15.5) 


Yn X, 

وما نبتغيه هو الحصول على .X‏ لاحظ هنا أننا نتعامل مع مصفوفة من المعاملات بعدھا 
هو”7.وتنقسم Jio‏ هذه المنظومات إلى قسمين هما: 
[Í]‏ منظومة متجانسة ويكون فيها 0 - ۲؛ و 
[ب] منظومة غير متجانسة ويكون Y 50 ls‏ 

ومن مقرر أولى في الجبر الخطي نحن نعلم ob‏ المنظومة المتجانسة يكون لها حل غير dadl‏ 
الصفري إذا ما كان 0 .det(A)-‏ بينما يكون هناك حل وحيد للمنظومة غير ا متجانسة إذا كان 
.det(A) 0‏ 

هذا وتوجد Bae‏ طرق لحل المعادلات الآنية الخطیةء منها ا مباشرة ومنها غير المباشرة. من 
الطرق المباشرة طريقة كرهر sf)‏ المحددات) وطريقة الحذف لجاوس 
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os‏ 44 استعمال معكوس المصفوفة, أما الطرق غير المباشرة فهي الطرق التكرارية ومنها طريقة 
جاوس وسايدل. 
طريقة كرهر 
تعتمد هذه أساسا على استعمال المحددات وهي طريقة بسيطة وبالتأكيد لقد تعرض لها 

الطالب أو القارئ من قبل وفي مراحل مبكرة من دراسته. لو أخذنا على سبيل المثال منظومة 
المعادلات التالية: 

q x+by+c,z= f, 

a x+b,y + جيه‎ = f, 








ax tb,ytez- f, 


فإنه بالتخلص من y‏ و z‏ باستخدام المعادلتين الأخيرتين وباستعمال الأولى نحصل على: 


f b © 
f, b, c, 
Jf, b, с, 
x=— ای ےہ‎ 
۸ 
وحیث:‎ 
a بط‎ с, 


А=а, b, c, 


b, с,‏ وك 


كما أن y‏ وج يعطيان بصورة مماثلة على النحو: 
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7 1 (X)-CX) ہے‎ 
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a с, 
а f, C; 


_ 6 f 6 


Sv 


fi 
f 
Í; 


а, 


جح 
N‏ 


a, 


S 
m 


а, 


> 


مثال )5.5( 
قم بإيجاد حل المعادلتين: 


х+у=5 
2х+у=7 


الحل: 


باستخدام طريقة كريمر نرى أن: 


|-@@-@@=-1 








А (-1) 
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وكذلك نجد أن: 
£ 
J 00-09,‏ 2 
)1-( ^ 





أي أن: 
(х,у) = )2,3(‏ 

لقد قمنا في JULI‏ السابق بالحسابات العددية يدويا و ذلك ОУ‏ عدد المعادلات صغير. غير أنه 
عندما يكون عدد المعادلات كبيراً فإننا بحاجة إلى برمجة و استخدام الحاسوب كما سنوضحه فیما 
بعد. 
طريقة الحذف لجاوس 

في هذه الحالة نرتب ال معادلات بطريقة معينة ثم نستخدم الأولى لحذف X,‏ من بقية 
المعادلات التي تلي الأولى؛ بعد ذلك نستخدم المعادلة الثانية لحذف X,‏ من المعادلات التي تليها 
وهكذا حتى نصل ف النهاية إلى المعادلة الأخيرة حاوية X,‏ فقط. بعد الحصول على X,‏ نعود 
أدراجنا معادلة فنوجد Х„|‏ ثم X,‏ حتى X9 X,‏ 

لتوضيح هذه العملية أو الطريقة Leo‏ نسوق JELI‏ التالي: 
مثال (6.5) 

2X,—X,*x,-3 
X أوجد حل المعادلات الآنية التالیق: 12- 31+ ر×+‎ 


3x - x, + 22 = 7 
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الحل: 
لحل هذه المنظومة من المعادلات يدوياء نقوم بالخطوات التالية: 
الخطوة الأولى 
نعيد ترتيب المعادلات بحيث يكون معامل ,× يساوي الواحد الصحيح (وإن & تتواجد 
معادلة تحقق هذا الشرط نقوم بقسمة أطراف أي معادلة على معامل (x,‏ وبذلك ide dasi‏ 
212 و 3 + Х| X,‏ 


21 - X, +X, = 3 





3x - x, + 22 = 7‏ 
الخطوة الثانية 
نتخلص من X,‏ في المعادلتين الأخيرتين باستعمال المعادلة الأولى وذلك بالضرب Š‏ 2- والجمع 
بالنسبة للثانية وبالضرب في 3- والجمع بالنسبة AIU‏ وهكذا نحصل على: 
х +х, +3х; = 12‏ 
3х, - 5х, = –21‏ -0 
4х, - 7x, = —29‏ 0 
نقوم بعدها بقسمة المعادلة الثانية في Аа АЫ‏ على 3- لنحصل ide‏ 
x + x, +3x, = 2‏ 
5 
X, vas -7‏ 


—4x, - 7х; = 29 
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الخطوة الثالثة: نتخلص من X,‏ في المعادلة الثالثة باستخدام المعادلة الثانية وذلك بضربها في 4 


والجمع وبذلك نحصل على: 
2ھ x + x, +3x,‏ 
5 
X, каз =7‏ 
1 
0——х,=—1‏ 
3 3 


الخطوة الرابعة (والأخيرة): من المعادلة I‏ 842 نرى أن 3 = x,‏ وبالتعويض ف الثانية نرى أن: 


3 =7-Ž63)=7-5=2 


وأخيرا بالتعويض في الأولى عن X,‏ و X,‏ نجد أن: 2—9=1-—12= x =12-x, -3x,‏ 
أي أن حلول المنظومة المعطاة x 2l , x,=2 , X,=3 a‏ 


ويمكن برمجة هذه الطريقة باستخدام إحدى لغات الحاسوب؛ ويفضل ذلك إذا ما كان عدد 
المعادلات ÍS‏ 
مثال (7.5) 
أكتب برنامجا حاسوبيا le‏ لحل n‏ من المعادلات الآنية في п‏ من المجاهيل: ثم أوجد حل 
منظومة المعادلات الموالية: 
x-y+z=4‏ 
2x*y-z-2‏ 
3x+5y+2z=3l‏ 
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يمكن كتابة البرنامج بأي لغة ولقد اخترنا هنا لغة بيسك المرئية الموضحة بالشكل (14.5)؛ ولو 
قمنا بإجراء البرنامج لحصلنا على 2= x,‏ و 3= X,‏ و5 - SX,‏ 


Project? - Microsolt Visual Basie [design] - [Fom] (Собе)! 


Private Sub Commandl Click() 
Dim i, ), К, n Ав Integer 
Dim x(), а(), b(), y, 5 Аз Double 
x ("please enter No. of equation.", "") 
0 Then Exit Sub 
n = Valíres| 
ReDim x(n), a(n, n), b(n) 
For і * 1 To n 
1 Ton 
lox("Enterb" £ i, "b" £ i) 
Then Exit Sub 
b(4) = Vel(res) 
Next i 
For k * 1 T0n- 1 
у" aik, k) 
For 3 * k To n 
Stk, 3) * alk. 2 / Y 
Next j 
bik) = bik) / y 
Fori*"k*1Ton 
If a(k, k) * a(i, k) < O Then 
s = Aba(a(i, k)) 
Else 
s= -Abs(a(i, X)) 
End If 
For 3 * 1 Топ 
بحم * 3 + )3 متام = )3 عنام‎ 3) 


Next 3 
bíi) * b(i) * sb(X) 
Next à 
Next k 


ain, n) 
To 1 Step -1 


To n 
к(а) = x(1i) x(3) * a), 3) 
Next 3 

x(1) = x(1) + b(1) 

Next i 

cis 

Dim p Аз String 

p = CStr (App.Path) 

If Right(p, 1) = "i" Then 
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نلاحظ أنه من ا ممكن جداً أن يلعب الخطأ الناتج عن التقريب 55 هاماً في حل المعادلات ASII‏ 
ويظهر ذلك خاصة في طريقة الحذف لجاوس» حيث أن كل خطوة Š‏ الحسابات تعتمد على التي 
قبلهاء وهكذا فإنه إذا حدث خطأ فإنه ينتشر. 
في المعتاد يتم الكشف عن الخطأ هنا بالرجوع إلى المعادلات والتعويض عن الحلول والمقارنة؛ 
فمثلا لو اعتبرنا المعادلتين: 
3x, +4х, = 7‏ 
5х, -2x, =3‏ 
وحدث أن أخطأنا Wë‏ وحصلنا على الحلول 0.999 = x,‏ و 1.002 = х,‏ فإنه عند التعويض 
نجد أن 7.005 = ,42 + 3x,‏ و 2.991 = ,22 - .5x,‏ ومقارنة هذه الأعداد بالأعداد 7 و3 
نقاد إلى الاعتقاد ob‏ النتائج صحيحة تقريبا. غير أن هذه المقارنة ليست دانما سليمة. فمثلاً 
للمعادلتين: 
x + x, =2‏ 
1.01x, + x, = 2.01‏ 
نرى أنه توجد مجموعتان من الحلول 1= x, = x,‏ و0 = x,‏ و 2.005 = x,‏ وكلاهما تحققان 
المعادلتين (بخطأ à‏ 2 و 2.01 مقداره 0.005( ولكن الخطأ في كل قيمة للمتغير x,(i=1,2)‏ هو 
1. وهذا أمر غير مقبول بل وشائن. 
ويمكن أن يحدث الخطأ بسبب خطأ في معاملات المجاهيلء ddeg‏ فإن منظومة المعادلات 
التي تتحقق بحلول خاطئة تسمى بالمكيفة مرضيا. ويرجع السبب Š‏ هذا التكييف المرضي أساساً 
إلى أن محدد المعاملات يقارب الصفر في قيمته. وكون المحدد 
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قريب من الصفر يعتبر من الأمور السيئة. تذكر أنه في حالة مساواة المحدد للصفر إما أن نحصل 
على عدد لانھائی من الحلول أو أن لا نحصل على أي حل. 


طريقة معكوس ا مصفوفة 
لو أن AX = B‏ فإنه بالضرب في A"‏ نحصل АТАХ = 4 Bide‏ 
وحيث أن 1= 4 4 al‏ نحصل X = AB ide‏ عليه لو أمكن حساب AT‏ فإننا نتمكن 
من حساب X‏ وهو متجه الحل. 
مثال (8.5) 
أعد حل المثال (6.5) باستخدام معكوس المصفوفة. 
الحل: 
منظومة المعادلات هي: 


X, 43x, = 2‏ + ند 


2x,—X,tx,-3 





3x - x, +27 = 7 


وهذه مکن كتابتها على الصورة:  AX —B‏ 


وحیت: 
x, l 1 3‏ 12 
А = 2 -1 1‏ و B=| 3 9 Х = х,‏ 
2 1- 3 :3 7 
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نوجد A”‏ وهذه هكن إيجادها بعدة طرق سبق للقارئ أن تعرف لھا بدراسته السابقة. 


هذا وسوف рэд‏ هنا بحساب | А‏ بطريقة سهلة وذلك بوضعها جنبا إلى جنب ويسارا مع 


0 0 1 
0 1 0 | = و1 ثم نقوم بإجراء عدة عمليات صفية (r)‏ حتى تتحول ,1 إلى اليسار من А‏ 
1 0 0 


بدلا من اليمين؛ ونوضح الحل كما يلي: 














p. 46 iik os ee 
Г оа اك‎ 156 -3 1 Bh 

3 -1 2i0 0 1) 525 

т Y کاو‎ 94] 45 

Жз У 

0 -4 -7:-3 0 1 

1 E ка 
(а 1.)- 0 1 34:24 д 0 

0 -4 17:43 0 aj 


nontárn 





Р Э rj +5 15 


1 
5 L бф O tes ات‎ vica 
=|0 1 01-1 -7 5 7 
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~ 
> 
ч 
w 
м 
II 
Marc EN 
о о ~ 
= 


0 0:-1 -5 4 
0:-1 -7 5 sas) 
0 1:1 4 -3 


وبذلك فإن: 





-1 -5 
A'z|-1 -7 
1 4 -3 
والحلول هي:‎ 
x -1 -5 4١/12١ (-12-15+28\ {1 
y|=A'BpB= -1 -7 5 | 3 |=|-12-21+35ļ=|2 
1 4 —3])\7 12+12 -1 3 


وهي الحلول التي سبق التوصل UJ]‏ بطريقة الحذف لجاوس. 
الطريقة التكرارية (طريقة جاوس وسايدل) 

مرة أخرى نعتبر منظومة المعادلات الآنية الخطية «АХ =Y‏ ولنفترض أن المعاملات а,‏ 
(وهي القطرية) كلها لا تساوي الصفر؛ عندئذ نقوم بكتابة x,‏ بدلالة البقية كما يلي: 











1 
X = fy, X» di3 X3 ا ا‎ a,,X,] 
а 
: كما‎ 
_ 1 
Xj by, =а х — a, X, =... a; x] 
а» 
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....وهكذا بالنسبة لبقية المتغيرات. 

نفترض Š‏ البداية قيم ابتدائية لكل x,‏ ثم نقوم بالتعويض بها ونحسب ,× (مثلاً)» بعد ذلك 
نعوض بهذه القيمة الجديدة ل x,‏ وبالقيم الابتدائية الأخرى نحسب ر×.ثم بقيم X,‏ و X,‏ 
الجديدة والقيم الابتدائية الأخرى نحسب ,32. أي أنه في كل буо‏ نأخذ بالقيمة الجديدة المحسوبة 
والقيم الأخرى لحساب قيمة جديدة للمتغير الموالي؛ وبذلك نتدرج من القمة حتى القاعدة 
لنحسب قيم جديدة لكل ;× ثم نعود فنعيد الكرة حتى نصل إلى الحلول المطلوبة. 

لفهم ذلك دعنا نوضح الطريقة من خلال مثال خاص وبسيط باستخدام برنامج صغير 
بالفورتران. 
مثال (9.5) 

استخدم الطريقة التكرارية لحل المعادلات التالية: 





وج رين UE‏ ا 
X, +9х, + 8x, +4x, =15‏ 





X, +3х, + 5x, + 2x, = 0 





х, + х= 2 
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الحل: 
نكتب Xi‏ على الصورة: 
x, (05-х - 8х, DI (3-2, — х; tu)‏ 


$E E (10x, - 3x, 2); 


ثم نكتب البرنامج الموضح بالشكل )15.5( وحيث نرى أنه قد استخدمنا حلقة أعمل من مائة 
خطوة حتى نضمن الوصول إلى الحلول المطلوبة. غير أنه لابد أن ننوه b‏ كان من الأكفاً والأحدى 
استعمال إطاقة أو تسامح (حسب الدقة المطلوبة) على القيم المتتالية لكل متغير (مثلا أن نستخدم 
xt) «10?‏ - 2ھ" (. 





| Microsoft Developer Studio - ALIAWIN - [Ali.£90] 15| хі 
File Edi View Insert Build Tools Window Help =le] x| 












meme ае esI C A كله‎ 
Sjea [пазл -wrszDeo 2 [тШ | || res BN e 

















ALIAWIN files 









1=1,100 
xl-(-3.—x2-x3-x4)72. 
x2-7(15.—x1-8.*x3-4.x*x4)^/9. 
x3-(10.-—-x1-3.*x2-2.*x4)^/5. 
xá-(2.—x2)71. 

100 continue 

write(*,*) x1,x2.x3,.x4 

sto 

en 












linking... 
ALIAWIN.exe — Ü error(s), 0 warning(í(s) - 
Build £ Debug X Find in Files X Profile 7 11 5 


| صا‎ 13.0110 [REC [COL [OVA [READ „г 
(9.5) الخاص‎ ЈЕ (15.5) الشكل‎ 
لو قمنا بإجراء البرنامج بالشكل (15.5) فإننا نحصل على النتائج التالية:‎ 


























163 


mm الفصل الخامس‎ mm 


MZ ALIAWIN | - |n x| 









2.000000 









ونود أن نشير هنا إلى أن هذه الطريقة طويلة وتقاربها بطئ إلا ]15 كان العديد من اللعادلات 
مساويا الصفر. لهذا السبب لا تستعمل هذه الطريقة إلا إذا فشلت الطريقة المباشرة. 
والإجابة عن السؤال المتعلق بتقارب الحلول ليست بسيطة. حيث أنه من الصعبء 8216 تخمين 
وقف عملية التكرار؛ غير أنه يمكن الاهتداء ها يلي: 
]1[ — إذا كانت الحلول متقاربة فإنه رما يأخذ ذلك عدداً لا بأس به من خطوات التكرار. 
[ب] لوقف عملية التكرار إما أن نضع نهاية عظمى لعدد مرات التكرار )100 مثلاً في المثال 
السابق)؛ أو أن نضع قيمة تسامح أو إطاقة على القيم المتتالية ل x,‏ . 
[e]‏ إذا & نتمكن من التوصل إلى الخطوة [ب] فإن ذلك يعني أن العملية غير متقاربة ومن 
امحبذ إعادة ترتيب الملعادلات للحصول على التقارب. 
مبرهنة 
تتقارب طريقة جاوس وسايدل التكرارية إذا ما كان بالمحدد المميز كل حد بالقطر الرئيسي 
أكبر من )8 قيمته المطلقة) مجموع القيم المطلقة لكل الحدود الأخرى Š‏ نفس الصف أو العمود. 
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أي أنه من المؤكد الحصول على التقارب ]18 كان: 


























а; > Yl, ; i-lL...n 
m 
Jai 
a,|> Yla, б P2l25sgn و‎ 
ү 
حلول المعادلات الآنية غير الخطية‎ 5 
نبدأ بحل معادلتين آنيتين غير خطيتين في مجهولين‎ Leo لحل المعادلات الآنية غير الخطيةء‎ 
ولتكن هاتين المعادلتين هما:‎ cQ, y) 
feyzo (16.5) 
9 
fxy=0 шй. (17.5) 


والمطلوب هو إيجاد النقطة (x, y)‏ التي تحقق المعادلتين )16.5( و(17.5). 


ما سنقوم به هو إيجاد علاقات تکراریة من النوع: 


Xin = gi(x,. y) 0 (18.5) 
و‎ 
Jia وت‎ xy.) عون‎ (19.5) 


وحيث نبدأ بقيم ابتدائية مختارة ونستمر في استعمال )18.5( و )19.5( حتى نصل إلى الحل 
المطلوب. 
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للقيام بعمليات تكرارية لابد من طريقة ما؛ والطريقة ال معروفة هي di: Jo‏ 5359 ورافسون. 
لاشتقاق هذه الطريقة نلجأ كالمعتاد إلى متسلسلة تايلور Š‏ متغيرين لنكتب ‏ ور عند 
a)‏ بدلالة (х,у)‏ وذلك كما يلي: 


д д 
лба) hio) d (ya = Yi) +- өөн (20.5) 
X Jy) Oy (х,у) 
9 
д д 
бу bs 2 (x. -х)+® (ya = у)+... өөө (21.5) 
X Даул) дУ ہل‎ 


ولو أن (xus Yna)‏ قريبة من الجذر فإننا نضع كتقريب أولى كلو و 
ЭБЕ 0‏ وبذلك نحصل على: 








of, , Yi 
Ач К = T MM ZZ em 22.5 
اڈ‎ (22.5) 
و‎ 
а hay) à à du (23.5) 
Ox Qy 
وحيث وضعنا‎ 
=й. gd (24.5) 
و‎ 
REY — —— 0 5 1 n ww (25.5) 
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كما أن المشتقات الجزثیة f,‏ وی كلها محسوبة عند النقطة (x, y;)‏ 
وا معادلتان )22.5( و )23.5( Gale о‏ في Ks h‏ إذا ما كان الجاكوبي J‏ لا يساوي 








: الصفرء أي عندما‎ 
Ф Ф 
Ox ду 
Ј = О 26.5 
of AM (26.5) 
Ox ду 
وحل ال معادلتين المذکورتین عندئذ يتمثل في:‎ 
Q 
- f(x. y) И 
y 
Of, مو‎ 27.5 
- f(x. y) 2 Sm 
h= у 
J 
9 
Q 
2 - f(x. y) 
óf. (28.5) 
Eu - f(x; y, یی“‎ . 
EIE 
J 


وبالحصول على h‏ و k‏ نعود إلى المعادلتين )24.5( 9 )25.5( لنعوض lap‏ ونحصل على 
Qr, у)‏ ثم نعيد الكرة بالقيم الجديدة. كما ШЇ‏ نتوقف إذا ما حصلنا على الحل المطلوب 
حسب الدقة المعينة وذلك من خلال وضع إطاقة أو تسامح على القيم المتتالية على ‚уэ X‏ 
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مثال )10.5( 
قم بحل المعادلتين الآنيتين غير الخطيتين .y—sinxs y - e^‏ 
الحل: 


نلاحظ من منحنى الدالتين [الشكل (16.5)] أن الحلول لانهائية في العدد غير أنه سوف نقوم 
هنا بإيجاد حل واحد فقط والبقية يمكن إيجادها باختيار قيم ابتدائية مختلفة. 

















— — у=5іпх yzexp(x) 




















.y-sinxg у=е* الشكل )16.5( الدالتان‎ 


نلاحظ أن (а, у) = y e"‏ وبذلك فإن: 











ا و 
ду Ox‏ 
д д : =‏ 
كما أن f(x y)» y - sinx‏ وبذلك فإن — а д 9 а‏ 09529 
ду Ox‏ 
الجاكوبي J‏ هو: 
e +1‏ 
J- = 0097-86‏ 
—cosx +1‏ 








168 


mm حلول اللعادلات‎ m m 


ويجب أن نتحاشى القيم التي تجعل 0= J‏ أي تلك التي تحقق 0 = .cos x —e*‏ كما نحسب 
h‏ و k‏ من К‏ 




















e"—y +l 
ع‎ sinx,—-y; +1 _ (e^ —sinx,) 
(cos x, -e*) (cos x, -е“) 
жет. camus 
s sin x, у [соз x, (e^ - »)-e (sin x, — y, ) 


cos x, -e*) cos x, -e*) 
(7 2.5,0( ويمكن أن نبدأ بقيمة ابتدائية‎ 
[البرنامج بالشكل (17.5)] لحصلنا على‎ Ss © لو قمنا بذلك وقمنا بكتابة برنامج حاسوبي بلغة‎ 


النتائج الموضحة بالشكل )18.5( والتي توضح ob‏ الحل الأول المطلوب هو: (3.183,0.041-) 
لأقرب ثلاثة أرقام عشرية؛ والذي تم الحصول عليه بعد 6 تكرارات. 


(نلاحظ أنه لو أردنا الحل الثاني فإننا x, = —6 ga‏ و 0.0 = y,‏ [ - أنظر الشكل (18.5)). 
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*include«math.h» 

*include«conio.h» 

*include«conio.h» 

#include<stdio.h> 

main( ) 

1 

clrscr( ); 

float x1,y1,y2-0,x2-0,numl,den1,num2,den2,d.f1,f2; 
int і=1; 

cout««"Enter the initial x0,y0?" ««in'; 
cin»»xl»»yl; 

d-1000 

while(d»pow(10,-4)) 

{ 

numl-sin(x1)-yl; 

denl1-cos(x1); 

пшт2=ехр(х1)-у1; 

den1--1; 

x2-x1-(numl/den1); 
y2-y1-(num2/den2); 


» ود درد » ود دد 


cout««"x" ««i««" -" ««x2«« >77 eic" =” <<у2<<\п’ 


++I; 
d=fabs(x2-x1); 
х1=х2; 

yl=y2; 

1 
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الشكل )17.5( المثال )10.5( بلغة ‚С‏ 


Enter the initial 07 


-2,5 

0 

X1=-3.247022 у1=0.082085 
X2=-3.223744 y2=0.038890 
X3=-3.180429 y3=0.039806 
X4=-3.181409 y4=0.041568 
X5=-3.183172 y5=0.041527 
X6=-3.183132 y6=0.041454 


الشكل )18.5( نتائج المثال (10.5). 


مثال (11.5) 


قم بكتابة برنامج حاسوبي لحساب حلول ا معادلتین الآنيتين غير الخطيتين J = COSX‏ و 
x = sin y‏ . وذلك باستعمال طريقة نيوتن ورافسون. 


الحل: 


لو قمنا برسم الدالتین Š‏ المستوى X— у‏ لوجدنا أنه يوجد حل واحد عند (...0.768...,0.695) 
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الان نضع: 
fi y) = cosx- y =0‏ 
3 
falx, y)e *x-sin y 20‏ 
ونلاحظ أن: 
Кү ГЕ sin x‏ عارك 
ду дх‏ 
كما أن: 
COS y Ойы‏ گر 
ду Ox‏ 
والجاكوبي هو : 
—sin x -1 .‏ 
хсоѕ5у+1#0‏ 510 = = 
COS у‏ — 1 
كما أن: 
n= (cos x — у)соѕ y - (x sin y)‏ 
sin xcos y‏ + 1 
3 





_ Sin x(x—sin y)+ (cos x — y) 
1 + sin xcos y 


نقوم بكتابة البرنامج الموضح بالشكل )19.5( وهو بلغة فورتران 90 لنحصل 


k 
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على النتيجة المتوقعة والموضحة بالشكل (20.5). وحيث نلاحظ أننا استخدمنا تسامحا بقيمة 
تساوي * 10 وقيمة ابتدائية للحل هي (1,1). 


B Elle Edi View Inset Build Tools Window Help =l | x| 
اق‎ — EEE 1 ھا لاق‎ a 
E |] meo 

















F(X, Y) -COS(X)-Y 
Б, Er -X-SIN(Y) 
dc SERO 
) 
) 
) 


8 ALIAWIN files 





c 
X. Y.E 


a ГИШИ 
MeL ed 


IF(D.EQ.0.0) GOTO 8 
DX-(D2x*G1-D4xFl)/D 
DY-(D3x*F1-D2x*Gl)^/D 

X=X+DX 

Y=Y+DY 

IF (ABS(DX).GT.E) GOTO 16 
IF (ABS(DY).GT.E) GOTO 16 
WRITE(*,x*)"THE ROOT IS-"," 
STOP 

END 





"Bi Fileview | © InfoView 








Build 4 Debug À Find in Files À Profile «11 











Ready | Ln8.Col4 [REC [COL [OVA [READ یر‎ 


الشكل (19.5) - المثال (11.5) بلغة فورتران 90. 





Ма ALIAWIN 0 x| 
نائي‎ í ч 








الشكل )20.5( نتائج JLI‏ )11.5( 
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ويمكننا تعميم هذه الطريقة ل 7. من المعادلات في n‏ من المجاهيل إلا أن العملية تصبح 
صعبة؛ ذلك لأننا سوف نحسب п?‏ من المشتقات الجزئية. عليه وكبديل نستعمل طريقة نيوتن 
ورافسون المعدلة وذلك باعتبار الملعادلة الأولى معادلة في x‏ والثانية معادلة في y‏ وهكذا.....؛ ثم 
نستخدم طريقة نيوتن ورافسون في متغير واحد والتي سبق وأن تعرضنا لها بالبند (3.1.5). فمثلاً 


Ecos) 


X. š 
i+1 i 2 КОО (29.5) 
дх (х,у) 


b ر‎ faex) 
i4l £ 2) *..... (30.5) 
Oy (х,у) 





والعيب في هذه الطریقة رغم سهولتهاء يكمن في أمرين: 
الأول: أنها تأخذ Jabi Us;‏ من طريقة نيوتن ورافسون المعتادة. 
الثاني: قد يحدث أحيانا أن اختيارنا ل f,‏ و f,‏ لا يؤدي إلى التقارب» BB‏ حدث ذلك f, Чад‏ 
برل و f,‏ ب f,‏ وعندئذ سنحصل بالتأكيد على التقارب. 
مثال (12.5) 
де!‏ حل المثال )10.5( وذلك باستعمال طريقة نيوتن ورافسون ا معدلة. 
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الحل: 
نكتب البرنامج الموضح بالشكل )21.5( ولو قمنا بإجرائه لحصلنا على النتائج ال موضحة 
بالشكل (22.5). وحيث نستخدم إطاقة على القيم المتتالیة في x‏ ور تساوي 107. 


READ(*,*)X,Y.N 
DO 10 I-1,N 


Y-YI 
WRITE(*,*)XI,YI 
U 


CONTINUE 
WRITE(*,*)XI,YI 
STOP 

END 





Linking... 
ALI2.exe — 0 error(s), 0 warningís) 





175 


mm الفصل الخامس‎ mm 


الشكل )21.5( - ЈЕ‏ )12.5( بلغة فوتران. 








Je Ex کائ‎ A| 





1 2 10 


9.092974E-01 
5.1%3952Е-01 
5-763869E-01 
7.647095E-01 
7.435991E-01 
6.605743Е-01 
6.-713560E-01 
7.100998E-01 
7.053940E-01 
6.876859E-01 
6.876859Е-01 


5.403023E-01 
6 143003E-01 
8.705904E-01 
8.384373E-01 
7.215835E-01 
7.360370E-01 
7.896399E-01 
7.829789Е-01 
7.582968Е-01 
7.613562Е-01 
7.613562Е-01 


Stop – Program terminated. 


Press апу key to continue_ 





الشكل )22.5( - نتائج المثال (12.5). 


mm حلول اللعادلات‎ m m 


تمارين )5( 
باستعمال الطرق المختلفة من تنصيف وموضع ble‏ 3939( ورافسون» احسب 209À9‏ 
المعادلات التالية: 
0 - 28 - ٹر ia E‏ 25 
2 
tan x * 1.1 [3] x?-2x-3.5-0 [e] ах-х+2 =0‏ 


اكتب برامج حاسوبية للمسألة )1( الفقرات [أ] ء [ج] « „Дә‏ 
استخدم طریقة التنصیف لحساب قيمة الجذر السالب للمعادلة 0= 2-3 - X?‏ 
المعادلة 0 = × - x^‏ لها obis‏ هما 0= × و1= «x‏ فإذا استخدمنا التكرار 7× = “Хы‏ 


i+1 


1 А 
عن الجذر الثاني ؟.‎ Ble ؟‎ x, = — الجذرين يمكن الحصول عليه بقيمة ابتدائية‎ gÜ 


العملية التكرارية باستعمال طريقة نيوتن ورافسون للمعادلة 0 = x‏ — ”× هي : 


2 2 
(x; - x, )_ Xi 


u=] ces]‏ انين 








اكتب برنامجا حاسوبيا لإيجاد الجذرين باستخدام eó‏ ابتدائية 5,7 و10 بالزتيب 


استخدم طريقة الحذف لجاوس وطريقة كرهر وطريقة معكوس المصفوفة لحل منظومة 
المعادلات التالية: 
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x +3x, +5х, +2x, = 0 بد‎ tX, X,-1 
x, + ,ع9‎ + 8x, + 4x, =1 2x, 2x +x,=3 [i] 
X5 + х, = 5 ia 3x +2х, + x, = 5 
2x + X, + Xx يد‎ = - 1 





4= 3-2 +2 
5x-2y-z--2 [e]‏ 
9 - ج +20 +21 
7 استخدم طريقة جاوس وسايدل لحساب حلول المعادلات بالفقرة [ب] بالسؤال السابق. 
8. أوجد قيم المجاهيل إلى ثلاثة أرقام عشرية في ا معالتين: 
8.7x—-2.3y = 4.8‏ 
3.2x - T.4y = 3‏ 


9. قم باشتقاق طريقة نيوتن ورافسون АД» Š‏ 2555 معادلات آنية غير خطية: 
/(х,у,:)=0‏ و f y,z)=0‏ و f,(x,y,z)=0‏ . 

ماذا عن طريقة نيوتن ورافسون المعدلة في هذه الحالة. 

0. احسب جذور المعادلات الآنية غير الخطية اطوالية: 

y-cosx , у= ах [<] y=e* , х=8іпу [| 


у=6 > y= x° [е] 
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المربعات الصغرى 


يحتوي هذا الفصل على: 
162% تقديم. 


ك 26 ملائمة المنحنيات. 


ZS‏ 36 الانكفاء الخطي. 


isi 462S‏ الو 
diss 56 T‏ أخرى. 


ляці الانكفاء‎ 66,229 


ك2 76 الأخطاء التجريبية. 


6 تقد يم 


في المعتاد يكون kure‏ جدول به بيانات كما بالجدول )1.6( حيث (х, (х)‏ تمثل 
النقطة i‏ و f‏ الدالة تحت الدراسة. 


فإذا افترضنا أن القيم اللوجودة بالجدول دقيقة فإنه يمكننا الحصول على قيمة f‏ عند أي 
نقطة X‏ وذلك باستخدام الطرق العددية المعروفة من استكمال وغيره . 

غير أن القيم بالجدول عادة ما تكون تقريبية مثلا القياسات معمل فيزياء أو قياسات 
هندسية adeg‏ فإن هذه القيم ترتبط بأخطاء مصدرها الأجهزة المستخدمة للقياس أو الإنسان أو 
غير ذلك . 
الجدول (1.6)- بيانات 





x از‎ 
X /(х,) 














لنفترض أن الأخطاء في f (x)‏ هي ,6 وحيث ,6 کن أن تكون موجبة أو سالبة . فمثلا 
لو طلب Us‏ قياس قطعة معدنية طولها مائة سنتمتر بمسطرة طولها 30 سم فإننا سوف نقوم 
بقياسها العديد من المرات وف کل مرة نحصل على جواب قريب Ш оа‏ ولكنها كلها تختلف 
مليمترات بسيطة. 

ولو قمنا بالعديد من القياسات وقمنا برسمھا بيانياً لحصلنا على الشكل )1.6( 
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الذي dig‏ فيه المحور الأفقي الطول وا محور الرأسي оде‏ مرات القياس 9t‏ الشكل الذي Шах‏ عليه 
يسمى بشكل الجرس. 


дә»‏ مرات التياس 


الطول 
101 100 99 


الشكل )1.6(- شكل الجرس 


وتوزيعة الأخطاء في مثل هذه الحالة تسمى بالتوزيعة الجاوسية أو التوزيعة الطبيعية. 

من ال منحنى نلاحظ أن معظم القياسات كانت بالقرب من 100 سم وقليل منها هنا وهناك. 
هذا بدوره يقودنا إلى أن الأخطاء العشوائية يمكن التخلص منها (بطريقة متوسطية ) من جدول 
بيانات إذا تواجدت لدينا قياسات كافية. 

adeg‏ فإن طريقة ملائمة المنحنيات (curve fitting)‏ هي ف الحقيقة عملية أخذ متوسط 
للعديد من القياسات لكميات مختلفة, وف ذلك نفترض أن هذه الكميات تتبع معادلة ما بسيطة. 


وحيث إنه ممكن ¿éM‏ عدد من المنحنيات السلسة (smooth curves)‏ لنفس 
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الفثة من البيانات» عليه نحن بحاجة إلى تدقيق وحكم حول اختيار (الملائم الجيد)) وهذا 
يعني: نحن بحاجة إلى dle]‏ على السؤال JD)‏ أي مدى يكون المنحنى (ЧЫ‏ 

فمثلا لو نظرنا للشكل )2.6( للاحظنا أنه توجد ثلاثة منحنيات ممكن أن تتنافس على ملائمة 
المعلومات التجريبية (experimental data)‏ أو المعملية الموضحة . لکننا نلاحظ أن المنحنى 





ma‏ أقلها سلاسة حيث d)‏ غير معرف عند XQ‏ = .وهنا نقع في حيرة من أمرنا : أيها نأخذ؟ 
vs‏ 


أيضا لو نظرنا للٹکل (3.6) لوجدنا أن ا منحنی يلائم كل البيانات عدا نقطة واحدة والتي Ju‏ خطأ 
فادحا وعلينا إهمالها. 

وعليه ومما تقدم» وقبل أن as‏ بأي ملائمة أو تقريب علينا أن نقرر نوعية المنحنى الذي 
سنعمل به. أهو خط مستقيم ؟ أم قطع مكافئ؟ أو دالة تكعيبية ؟ 

أم حدودية من درجة أعلى ؟ أو دالة مثلثية ؟ أو دالة آسية ؟ 





الشكل (2.6)- ملائمة نقاط تجريبية ( (Ë‏ بعدة منحنيات 
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الشكل )3.6( - نقطة شاذة. 


وخير قرار في هذا الصدد šole o‏ من مصدر البيانات؛ فالمصدر الذي أتت من خلاله البيانات Ulo‏ 
يكون مصدر معلومات جيد لنا لاختيار الشكل العام للمنحني؛ فمثلا في مجال الفيزياء النووية لو 
اهتمينا بالقطاعات النووية عند دراستنا للتفاعلات النووية يكون عادة القطاع ممثلا بحدوديات 
لجاندر (Legendre polynomials)‏ كما أنه لو علمنا ob‏ البيانات بمسألة ما هي بيانات عن حركة 
مقذوفة فإنه وبالتأكيد يكون المنحى ا للائم الجيد عبارة عن قطع مكافئ كما هو ثابت بعلم 
الميكانيكا..... . و.هكذا. 

في ا معتاد نستعمل حدوديات.. فلو كان لدينا 7+1 من النقاط عند X,,...,X,‏ وتقابلها 
قيم الدالة f(x.) f sss f(x.)‏ وقررنا تقريبها بحدودية درجتها m‏ فإنه توجد ثلاث 
حالات : 
m-n (1‏ 

أي أن الحدودية الاستكمالية é, (x)‏ تمر بالضبط «ЫШ JO‏ غير أن dia‏ وكما ذکرناء غير 
وارد حيث إنه رما تكون القيم غير دقيقة. 
m»n (2‏ 

وهذه АЙ»‏ لن تستعمل وذلك لنقص في эде‏ النقاط ويكون المنحنى غير سلس. 
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т<п (3‏ 
' هنا يكون эде‏ النقاط uS‏ بالنسبة لدرجة الحدودية وعليه يكون ال منحنى تقريبياً وهذا هو 
المطلوب دراسته. لاحظ أنه رها لن يمر ا منحنی بأي نقطة بالجدول ولكن سيكون المنحنى. سلساً 
عليه نفترض الحالة الثالثة أي أنه п+1 aes‏ من النقاط والمطلوب تقريبها بحدودية من 
الدرجة (p, (x) )m‏ (حيث ۸ > ) و 
аы (1.6)‏ © ل ضر ص أ р„(х)=а„х"” +a,"‏ 
وحيث تساوي p, (x;)‏ تقریباً القيم بالجدول عند ,د (أي Gf (x,)‏ : 
وإذا كان الانحراف هو (Deviation) Ó,‏ للقيمة عند ,× عن المنحنى فإنه مكننا كتابة: 
p, [x,)— f (x,)= ó, AR 7e. дв (2.6)‏ 
والشكل )4.6( يوضح مثل هذه الانحرافات لثلاث نقاط . 





xo x1 


x2 
الشكل )4.6(- توضيح للانحرافات.‎ 
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Best ) وبعد أن قمنا بتعريف الانحرافات نقرر ما معنى ((أجود ملائمة أو تقريب))‎ OVI 
صفراً؟ هذا غير ممكن عموماً. أو هل نجعل‎ б, يعني هذا أن تكون کل‎ de (ЕШ? 
هذا ممكن غير أنه ليس المطلوب!؟‎ У ó, 0 


i لكل‎ 





5 





أيضا لا يمكن أن نجعل 0 У lo]‏ حيث إن ذلك يعني أن نجعل 0 - 





5 





عندئذ؟ وهذا xë‏ ممكن كما أسلفنا؟ ولكن نستطيع أن نجعل هذا الجمع أقل ما «oS‏ بيد أن 
التعامل مع القيم ا مطلقة صعب نوعاً ما وعليه ربما نتخذ القرار أن نجعل الجمع: 


أصغر ما يمكن. هذه الطريقة سهلة في التعامل كما أنها تتميز بإبعاد الانحرافات الكبيرة ما 
أمكن ذلك . 
هذه الطريقة تسمى بطريقة ملائمة المنحنيات باستخدام ال مربعات الصغرى least-)‏ 


(Squares Curve Fitting‏ أو باختصار طريقة المربعات الصغرى. وهى شائعة .2142 في العديد 
من المجالات. 
6 ملامة المنحنيات (Curve Fitting)‏ 


$ يكون عملنا شاملاً وعاماً وبدلاً من استخدام حدوديات ؛ دعنا نستخدم أي فئة من 


الدوال: 
IAM‏ 
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р„(х)= Уа, 8, (х) КАК (4.6) 
i-0 


وحيث g, (x)‏ أي دوال معرفة فمثلا في حالة استعمال حدوديات تكون: 


8, (x)= x: 1= 0,L..... n 
أن تكون مستقلة خطياً أي أنه لا تعتمد إحداها على الأخرى‎ 8, (x) كما نطلب من الدوال‎ 
وذلك في أبسط معنى للاستقلالیة الخطية. (لاحظ أن ”٭......, ,1 مستقلة خطيا).‎ 
Ó; = p, [x,)— f(x.) i=0,...,n نحسب الانحرافات:‎ OVI 
ونطلب أن يكون المقدار 3 قيمة صغرى.‎ 
=0 
2,97 = Yl». (x)- fü: Jr 
2 1 أو أن:‎ 
= Ya, 2, (x,)* E +а„8„(х)— fF - قيمة صغرى‎ 
0 


لاحظ أن الأشياء غير ا معلومة في هذه المعادلة هي المعاملات LS: a,‏ أن الجمع دالة في هذه 
ال m+]‏ من المعاملات؛ وعليه لكي نحصل على القيمة الصغرى نضع : 


° | 
(= 
д п 

— 52 |=0 
ID j 


i-0 


EHE 
x (Es (۹ 
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T gà أو‎ 
2-5 3 (=0 Юэ (5.6) 
да; i-0 
وهذا يعني أن‎ 
n дд. 
25, — 20 
> да, 
ol او‎ 
дб, 
ó,—-20 0 su 
2 гаа, (6.6) 
وحيث ان‎ 
à 5, (x) ds tag ,(х,)+ деш +а„в„(х,)— f(x) us (7.6) 
فإن:‎ 
дд, _ 
2 "OMEN LL Ё (8.6) 
وهكذا تصبح المعادلة )6.6( على النحو:‎ 
گب و‎ ЕОР? (9.6) 
i-0 
أو بطريقة آخری‎ 
(р„(х,)— /(х,))в ,(x,)= 0 see وو ة‎ (10.6) 
i-0 
الآن نستخدم )4.6( و )10.6( لنحصل على:‎ 
УУ) Ж У), (x) 
k i 
ولو وضعنا:‎ 
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о = Ув, (к) (x) k = 0.1,....,m 
: صورتها النهائية‎ Š لكانت المعادلات‎ 
>a, = УУ /(х,)в (x) j =0,l...,m au (11.6) 
k 

Uie وإذا‎ f(x.) و‎ x, غير معلومة ونستطيع حسابها إذا زودنا بجدول بالبيانات‎ d, OVI 
الدوال ا مستخدمة للملانمة.‎ 

لا ننسى أن پر = o‏ ؛أي أنه يوجد Š (BU‏ مصفوفة هذه المعاملات وهذا يوفر علينا 
الجهد .و يقلل من العمليات إلى النصف. 
مثال (1.6) 

لنفترض أننا بدأنا بدراسة سقوط جسم و أن .العلاقة بين الارتفاع Alt)‏ والزمن f‏ معطاة 
بالصيغة 1100-16/7 = h(r)‏ [حيث کان الجسم على علو 1100 عند لحظة البدء]. 

من هذه العلاقة نستطيع حساب الارتفاع للأزمنة 0,1,2,3,4 = Г‏ والجدول )2.6( уыз‏ هذه 
القيم . 

ولنفترض OI‏ أننا بدأنا معلومات غير دقيقة كأن قربنا الأرقام لأقرب عشرة؛ عندئذ تكون 
البيانات كما بالجدول (3.6). 
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الجدول (2.6)- القيم الدقيقة ل ЈЕ h‏ )1.6( 








1100 
1084 
1036 
956 
844 

















1100 
1080 
1040 
960 
840 














1 
0 
1 
2 
3 
4 
الجدول (3.6)- قيم h‏ غير الدقيقة JU)‏ )1.6( 
1 
0 
1 
2 
3 
4 








ومن ثم نستعمل التقريب بطريقة المربعات الصغریء ومن خلال اللسألة الفيزيائية يكون 
الشكل للمنحني عبارة عن قطع مكافئ وعليه تكون حدودية اللائمة هي: 
р.) - a, + at + a,‏ 


أو أن: 


لا ننسى أيضا أن n+1=5‏ أو أن .n=4‏ 
وهكذا نرى أن: 
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4 


000 =} g(t (2)6 (>21+1+1+1+1-5 


і=0 


4 
А0 و‎ ES BUS SE =10 
1-0 


4 
08 Y atn) (6) = Уу? =0 
і=0 
4 
Qi = 01 = > (0) (6) Y6 = 0 
4 
Ж DY URES = 4 
E 


وتكون المعادلات المطلوب حلها هي: 


00080 + Qd, + Gd, = Y f)g. e) 


٤0040٠٥ G0, + 01а =}, EE 





Q9 T G; G, + 050, = Y slt )elt) 


أو أن: 
5a, +10 a, + 30a, = 5020‏ 
10a, +30 a, +100а, = 9400‏ 
27320 = وم 334+ 30a, +100 a,‏ 
وبحلها نجد أن: 
a, =1097.7143‏ 
a, = 4.5734‏ 
a, = —17.1429‏ 
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أي أن المنحنى يعطى بالعلاقة: 

р,(х)= -17.142912 4.5731 3‏ 
نقارن الآن بين البيانات اممعطاة و البيانات النظرية التي تم الحصول lade‏ بالملائمة من خلال 
الجدول (4.6). 


الجدول )4.6( - مقارنة بين قيم h‏ المختلفة 








الزمن f‏ دقيقة h‏ غير دقيقة h h‏ بطريقة ا مربعات 
الصغرى 

1097.7 1100 1100 0 

1085.1 1080 1084 1 

1038.3 1040 1036 2 

957.1 960 956 3 

841.7 840 844 4 














ومنه نرى أن طريقة ААШ‏ با مربعات الصغرى أعطت تقريباً معقولا بل وحاولت أن توازن 
بين الأخطاء. كما نلاحظ وجود أربع (من خمس) قيم قد أعطت تقريبا للقيم الحقيقية أحسن من 
القيم غير الدقيقة ) مقربة إلى أقرب عشرة ). 

نلاحظ أيضا أن التقريب الذي حصلنا عليه يصلح لكل القيم × التي تقع في مدى الجدول ولا 
يوجد لدينا ما يؤكد ШЇ‏ نستطيع حساب h‏ عند 8 = x‏ مثلا!؟ 
6 الانكفاء الخطي (Linear Regression)‏ 
في هذه الحالة 

p (x)=a+bx 
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$ => ó = (x: -а-Ьх,) 
k 





ed Xs | =}, 
(Es |х) => ху, 


أو أن: 


بحل هاتين المعادلتين في © و b‏ نجد أن: 


(zz) «pe 


nY x? |х) 
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mede] 
zs] 


وهكذا بحصولنا على © و b‏ نحصل على التقريب y = 4 bx‏ ؛وهذه المعادلة تعرف باللائمة 
الخطية أو الانكفاء الخطي ل y‏ على ×. 


b 


































































































مثال )2.6( 
لو كانت لدينا البيانات بالجدول )5.6( 
الجدول (5.6) 
پر n]‏ |9 |8 6 4 آ3 |1 
° |8 7 |5 |4 |4 ]2 |1 
وأردنا ملائمة هذه البيانات خطياً فإنه Ше‏ تكوين الجدول التالي: 
x y x Xy‏ 
1 1 1 1 
6 9 2 3 
16 16 4 4 
24 36 4 6 
40 64 5 8 
63 81 7 9 
88 121 8 11 
126 196 9 14 
x, -6 Уу, =40 | Ух? 2524 | > x, y, 2364‏ > 









































ومن هذا الجدول الأخير نستطيع حساب © و b‏ حيث نحصل على їй guit‏ 
أن المنحنى هو: 
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Í 11 11 


والشكل )5.6( يوضح النقاط التجريبية والمنحنى املائم . لاحظ أن الحالة في هذا ا مثال حسبت 
بحيث كانت الأخطاء هي في قيم Gl. y‏ قيم × فهي دقيقة ومضبوطة. 








x 


الشكل (5.6)- الانكفاء الخطي ل X‏ على у‏ ول y‏ على ×. 


غير أنه هكن أن تكون الأخطاء بقيم X‏ بدلا وقيم ‏ مضبوطة. في هذه الحالة الأخيرة ZA‏ 


x=by+a 
حيث:‎ b و‎ d وبنفس الطريقة نحسب‎ 


ze) [e 


n? y; {> у; | 





а= 
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n» xy, (x [> 3 
У,у 4х» ) 


وبذلك نحصل على الانكفاء الخطي ل x‏ على . 
ويكون b =s a= -5 as‏ . أنظر الشكل (5.6). 
يمكننا أيضا كتابة برنامج للانكفاء الخطي كما هو موضح بالشكل (6.6) والحصول على النتائج 


a = 0.5455‏ و 0.6364 р‏ ناف هن 


File Edi View Insert Build Tools Window Help اھا‎ х] 


ее! {Ыр f‏ اعسات 


b= 








LINEAR REGRESION Ү=ВХ+А 

DIMENSION X(20),Y(20),YN(20) 
READ(*,2)N 

FORMAT(I2) 
READ(*,5)(X(I), Y(I), I-1, N) 
FORMAT(2F5.2) 

SUMX-D. 

SUMY-0. 

SUMX2-0. 

SUMXY-0. 

DO 10 I-1.N 

SUMX-SUMX-X(I) 

SUMY-SUMY-Y(I) 

SUMX2=SUMX2+X(I)**2 
SUMXY-X(I)*Y(I) 
ÀA-(SUMY*SUMX2-SUMX*SGUMXY)^/(NxSUMX2-SUMX*x2) 
B-(N«SUMXY-SUMX*SUMY)/(Nx*SUMX2-SUMX**2) 
WRITE(2,101) 

FORMAT ('LINEAR FIT '/'X YX ҮВ') 
DO 20 I-1.N 

YN(I)-B*X(I)-À 

WRITE (2,21)X(I), YCI), YN(I) 
FORMAT(3F12.4) 

WRITE(2,7)À.B 

FORMAT('À-'.F12.4, 'B-',F12.4) 

STOP 

END 
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Microsoft Developer Studio - yussef Awin - [2 =] 218ا‎ ж 
B File Edi View Inset Build Tools Window Help 16| xl 


ر ال |د secs 7 JE‏ 




















LINEAR FIT 
X 


‚0000 
. 0000 
. 0000 


С yussef А 


Text 
























yussef Àwin.exe — 0 error(s), Ü warningís) — 
ینا‎ 
Build (Debug X Find in Files X Profile ali xf 








جم Col 31 [REC [COL [DVR [READ‏ ,10 صا 
الشكل (6.6)- برنامج الانكفاء الخطي بنتائجه . 





6 الدوال الحدودية 


y-a,x" ra, х" +...+аүх+а, 
9 
- X, а. enc m (15.6) 


وبتفاضل المعادلة )15.6( بالنسبة ل ,4 (0,[,......,71 = ) ووضع ناتج التفاضل مساويا 
لصفرء نحصل على المعادلات التالية: 
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na, zs). iones {=}. => y, 
ساسا جع ھا‎ 





والتي تسمى بالمعادلات العمودية s|)‏ الطبيعية) وهي т+1‏ من المعادلات т+1 à‏ من 
المجاهيل ,,©........,4© Jis des.‏ هذه المعادلات يتم بطرق Ll Bae‏ بطريقة المحددات أو 
الحذف لجاوس أو غيرها [راجع الفصل الخامس]. 
مثال (3.6) 

إذا كان الجدول )6.6( هثل قيم الحرارة النوعية c,‏ للماء كدالة في درجة الحرارة وإذا أمكن 
تقريب هذه القيم بحدودية تكعيبية باستخدام طريقة ال مربعات الصغریء فاحسب مختلف 
امعاملات. 
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الجدول (6.6)- قيم الحرارة النوعية للماء بدلالة درجة الحرارة 

















7 C, T €, 
0 | 1.00762 55 | 0.99919 
5 | 1.00392 60 | 0.99967 

10 | 1.00153 65 | 1.00024 

15 | 1.00000 70 | 1.00091 

20 | 0.99907 75 | 1.00167 

25 | 0.99852 80 | 1.00253 

30 | 0.99826 85 | 1.00351 

35 | 0.99818 90 | 1.00461 

40 | 0.99828 95 | 1.00586 

45 | 0.99849 100 | 1.00721 

50 | 0.99878 





























Esp. 
Ye. 








с, —1.00653 – 0.000517 + 0.00000877 


| 
اما ل2 
1 


> 
| 


Ys). 





نلاحظ أن 221 n‏ ون ‚т=3‏ 


و هكذا تكون المعادلات العمودية لهذا JULI‏ هي: 


21a, (zs № Ух ۰ [Ex js - E» 
(zs Ja xs). 5 
[Es ==» 


ie 





ine 
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р => x» 


الآن بحل هذه المعادلات نحصل عل قيم ,4,,0,,0,,0 (وحيث نستخدم الجدول )6.6(( 


— 0.000000036T ° 3 


mm الفصل السادس‎ mm 


(لاحظ ШЇ‏ أشرنا هنا إلى درجة الحرارة ب х‏ و الحرارة النوعية ب y‏ ) 
6 دوال أخرى 

كثيرا ما يكون الانكفاء الخطي غير كاف وتكون الدالة التقريبية عبارة عن قطع ناقص مثلاً أو 
منحنى أسي أو مثلثي ... الخ . 

وبعض هذه الدوال ا مھمة « والتي توجد من ضمن ما يواجه القارئ من حين لآخر أثناء 
دراسته لحل مشكلة ماء تتلخص في الأقسام التالية : 


أ- قطع زائدي على الشكل | 





y- 


` a+bx 
y-ab' Uia үө] ب- منحن‎ 
у=ах” ج- منحنى هندسي علي النحو‎ 
у =a, +a, cos ox د- منحنى مثلثي من النوع‎ 
أو من النوع الأكثر عمومية:‎ 
y = a, + Y (a, cos(kex)-- b, ѕіп(кох)) 
k-l 


وكما ذكرنا في السابق مصدر البيانات هو خير دليل لاختيار المنحى المناسب كما أن رسم 
ا منحنى من خلال النقاط ال معطاة يخبرنا أيضا بالتقریب ال مناسب, فمثلا لو كان АҺ» logy‏ بالنسبة 
ل × فهذا يعنى أن نختار الدالة ¿NI‏ للملائمة والتقریب, أما إذا كانت البيانات بحيث كانت log y‏ 
ШӘ logx A acd abs‏ نهتدي إلى اختيار المنحنى الهندسي؟ Ll‏ إذا كانت النقاط متذبذبة و 
دورية فإن الدالة المثلثية تمثل أحسن تقريب. وهكذا. ۱ 
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أمثلة 
مثال (4.6) 
إذا كان ا منحي عبارة عن قطع زائدي فإن: 
м‏ 
a+bx ^i‏ ` 
أو أن: Бе Дру‏ 
y‏ 


وهكذا نرجع مرة أخرى للانکفاء الخطى وتكون المعادلات العمودية هي: 


لح 0ہ 
seen:‏ 


وبمعرفة (x, у,)‏ نستطيع حساب © ‚Бә‏ 
مثال (5.6) 
دالة مثلثية من النوع: y =a+ bcos øx‏ 


نحسب الجمع: 
-bcosox, y‏ 0 - 27 = 5 
ثم نحسب اللمعادلات العمودية: 


na + b> cos ox, = > y, 
(У cos ox, a + b cos? ax, = У y, cosax; 


ومنها نحسب а‏ و5 عند معرفة النقاط (х,у)‏ 
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مثال )6.6( 
ا منحني أسي: أي أن ‚у=аЬ*‏ 
نأخذ لوغاريتم الطرف لنجد أن: xInb‏ + مما In у=‏ 
ولو وضعنا ا - 8 , .z=lny , A-lna‏ 
فإننا نحصل على: z= A+ Bx‏ 
وهكذا نرجع» مرة أخرى للانكفاء الخطي. 
هنا نحسب الجمع: s = (In y, - A- Bx,‏ 


وتكون المعادلات العمودية: 
ТИР; = > my,‏ 
Dx: In y;‏ - ممع [Exe‏ 


АЗУБ b و‎ a ثم نحسب‎ B و‎ А نوجد الحلول ل‎ OVI 


ZI‏ رھ کے .ہس 
لد د 


a — exp 





b = exp 
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وباعتبار الجدول )7.6( بین أسفله والذي يمكن أن هثل منحنى أسي ؛ نكتب البرنامج ا موضح 
بالشكل )7.6( ومن خلاله نحصل على ”3.2 € .y‏ 

(6.6) JUI -(7.6) الجدول‎ 

x 0 05 |10 |15 |20 |25 |30 |35 |4 
y 3 4 6 9 12 |17 |24 |33 |48 






















































































6 الانكفاء المتعدد (Multiple Regression)‏ 
في كثير من الحالات يكون لدينا ببيانات معملية تحتوي على أكثر من متغير كأن تعتمد الدالة 
تحت الدراسة على الحرارة والضغط معا مثلا. 
لتكن f(x y)‏ =< 
والبيانات هي 7 من النقاط 
لہ مھ ا Ооа) ee]‏ 
وإذا افترضنا للبساطة والتوضيح أننا نتعامل مع الانکفاء الخطي المتعدد أي أن: 
z= A+ Bx+ Cy‏ 


s=} (z, —A- Bx, -Су,) 
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Microsoft Developer Studio - yussef Awin - [Text1.f90] 


Exponential fit y-b**x 
DIMENSION X(20),Y(20) 
11-9 


READ(*,5)(X(I), Y(I), I-1,N) 

FORMAT(2F5.2) 

SUMLX-0. 

SUMLY-0. 

SUMX2-0. 

SUMXLY-0. 

DO 10 1-17 

SUMLX-SUMLX-X(I) 

SUMLY-SUMLY-ALOG(Y(I)) 

SUMX2-SUMX24-X(I)*«2 
SUMXLY-SUMXLY-c-X(I)*ALOG(Y(I)) 
À-EXP((SUMLY*SUMX2-SUMXL*SUMXLY)^(NxSUMX2—-SUP 
B-(NxSUMXLY-SUMXLx*SUMYL)^(NxSUMX2-SUMXL*x2) 
VRITE(2,101)A,B 

FORMAT ('EPX CURVE À-',F12.4,'B-',F12.4) 
STOP 

END 


—————-------------- onfiguration: yussef Àwin — Win32 Debug 
Linking... 
yussef Атіп.ехе — Ü erroris), Ü warning(s) 


| "= Microsoft Developer Studio - yussef Awin - [3 *] 
B 
іы ا‎ 


EXP CURVE А= 2.9842 B-2.0023 








الشكل )7.6(- برنامج الانکفاء الأسي متبوعاً بنتيجة قيم А‏ و ‚В‏ 


ومرة أخرى نفاضل بالنسبة للمعاملات ثم نضع ناتج التفاضل مساوياً للصفر لنحصل على 
المعادلات العمودية: 
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xx] (xs e zs 
xx e بوط )هب‎ e En 
سب رپ‎ 


وبحساب B, A‏ و C‏ من هذه المعادلات نحصل على المنحنى التقريبي ا مطلوب. 

نود أن نلاحظ أنه لن نتعامل كثيراً مع الانكفاء المتعدد ولهذا مررنا مروراً سريعاً بهذا 
الموضوع: 
مثال (7.6) 

أعد حل المثال (3.6) بافتراض أن الحرارة النوعية للماء هي دالة تربيعية في درجة الحرارة. 
الحل: | 

sae‏ النقاط هنا هو 21 كما أن منحنى ААШ‏ هو من الشكل: 

C,-a, + aT + 2رہ‎ 

عليه بعد كتابة الخوارزمية المناسبة و البرنامج الحاسوبي نحصل على النتائج بالشكل (8.6). 
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Microsoft Developer Studio - LINEAR REGRESSION - [LINEAR.fS! 





8 |۷0 NOTE: X-TEMP. & Y-CP 
DIMENSION X(30),Y(30),A(3,4),XX(3) 
PRINT*, "INTER VALUE OF N" 

READ*,N 











PRINT*, "INTER VALUE OF T AND CP" 
DO I-1,N 
READ*,X(I),Y(I) 

DO 


I)‏ )ہے وت 

SY-SY-Y(I) 
SX2-SX24X(I)*«2 
SX3-SX34X(I)s«3 
SKX4=SK4+X(I)w*4 
SXY=SXY+X(I)*Y(I) 
SX2Y-SX2Y-(X(I)**2«Y(I)) 
ENDDO 





Microsoft == Studio - LINEAR REGRESSION - [LINEAR.f90] 


4 
A(3.4)=SK2Y 

CALL BACK(A,3.XX) 

A0=XX(1) 

A1=XX(2) 

A2=XX(3) 

PRINT 70,А0.А1,А2 

FORMAT(3X, 'a0=',E15.8,/3X, 'al-',E15.8,/3X, 'а2=',Е15.8) 
PRINT=, "INTER YOUR TEMPERATURE TO GETS TO CP" 
READ(*.*)T 

CP=AÛ+A1#T+ (A2*T**2 ) 

PRINT=, "CP=" ,CP 

PRINT*; 

STOP 


END 
SUBROUTINE PROGRAM BY GAUSS REDUCTION 
SUBROUTINE BACK (A,N,X) 
DIMENSION A(4,5),X(4) 
no ЯП K=1 N 
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Microsoft Developer Studio - LINEAR REGRESSION - [LINEAR.f90] 


eje 


E- LINEAR REGRESSIO ( JT 
تر تحت‎ 
PRINT*, 
PRINT*, 
STOP 








SUBROUTINE PROGRAM BY GAUSS REDUCTION 
SUBROUTINE BACK (А,Н,Х 

DIMENSION АЧ. 5).X(4) 

DO 80 K-1,N 














Do 
30 AK $25 S. e 


IF (Т. Ж i GOTO 80 

C--A(I,K 

DO 60 J=K,N+1 
60 A(I, 22 J)4CXA(K, J) 
80 CONTIN 
Xa)» na N41) 
Х(2)=А(2, 81) 
X(3)-A(3, +1) 
X(4)-A(3, 81) 
RETURN 



















. 1.88721 


=====================================: 


að- .180049788E«81 
аі= - 129642278 83 
a2-  .32741598E-85 
разак your tenperature to gets to CP 


9 985713-81 





top — Program terminated. 


ss any key to continue 


الشكل )8.6( برنامج بلغة الفوتوران و نتائجه- JU‏ )7.6( 
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و توضح النتائج ob‏ الحرارة النوعية عند 55 = T‏ هي 0.9985713 = С,‏ هذا ويبين الشكل 
)9.6( مقارنة بين القیم العملية (©) والقيم النظرية (المنحنى الملائم-المتصل) . 
1.01 
1.008 
1.006 
1.004 
1.002 5 
و 
0.998 
0.996 
0.994 
0.992 
في S ° o ° е е‏ 
T‏ 
الشكل )9.6( مقارنة بين القيم العملية )9( والقيم النظرية. 
بالشكل )10.6( نعطي نفس الحسابات ولكن بلغة بيسك اطرئیة. 
[a‏ " 


t Project! - Microsoft Visual Basic [design 
I2 I TORTE 7 
صاع جج‎ , .NS$aS Ra 


Project] = Form] (Code) 
































Private Sub Form Load|| 


АЮШ | | оху, vi21) аз Single 
E 
al n = InputBox|"enter value of n") 
ре For i= 0 8 
xli] = InputEox ("inter value of x") 
g 8 ylil = InputEox ("inter value of ү") 
Next i | 
зу يه د‎ =0 
к: | зу" 0 
ġo | mQ =0 
A sx3 = 0 
- Ё 5х4 =0 
9 S sxy = Ü 


sy * 0 

ES For:*1Ton 

sx = sx + x(1) 

m sy = sy + y(i) 

sx2 = sx2 +х(1) ^2 

5х3 = 3х3 + x(1) ^3 

3х4 = sx4 + x(i) ^ 4 

sxy = sxy + xii) * gii] 

зх2у = Sx2y + (х(1) ^ 2 т у(1)| 
Next і 
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Е: “эй 
h2 = sx 
sł t3 = sx3 
h) = 4ھ‎ 
ġo ci = sy 
c2 = sxy 
28 c3 = sx2g 
8- 31 = t1 - (fi * t2 / f2) 
s2 = tl - (13/3 
më ul = hl - (h2 * fl / f2) 
u2 = hl - (b3 * 21 / £3) 
а 11 = e1 - (c2 * f1 / f2) 
12 = ci- (сз * f1 / £3) 
a2 = (11 + 52 - 12 * 31) / (ur * 2ه‎ -u * sl] 
al = )11- ul * a2) / si 


90 = ici - ti * ai - hi * e2) / 1 
Texti.Text = a0 

Labell.Caption = "value of 60” 
Text2.Text = al 

Label2.Caption = "value of al" 
Text3.Text = a2 


a JKA | 









^, Project] - Microsoft Visunl Basic [design] 
He افع‎ Vew Рова Foma Debug Bum Quey Oiagan Тоде Addins Widow Heb 
تناو‎ H8 ق 8858لا رہ مود‎ nus 


M Project] ` Form! (Cod 























Ъ3 = sx4 
ci = sy 
c2 = sxy 
c3 = sy 
81 = t1 = (f1 ° t2 / 12) 
s2 = t1 - (11 * t3 / f) 











ul = hl - (h? *f1/f2) 





















u2 = hl - (hî * 1 / £) 

su 3 11» cl - (02 + f1 / f2) 
12 = c1 - (c9 ^ f1 / £3) 

6o a2 = (l1 * s2- 12 ol] / (wb *s2-u2*81) 
al )11 - ul + a2) / s1 

38 al » (c1 - tl tal- hi? a?) / f: 

é ` Texti.Text = a0 


Labeli.Caption = "value of a0" 
B 8 Text.Text = al 

Label2.Caption = "value cf al" 
ü Text3.Text = a2 

Labelj,Caption = "value of a?" 
T = InputBox|"inter value of Temp") 
Text5.Text = T 

Labels.Caption = "value of TINP" 
و + مہ ویو‎ тТ+а ٥۵ 
Техт4.Техт = CP 

label4,Caption = "value of СР” 

| Ind Sub 








34 | 





Form1 





5 






poss ده‎ dios 


value of a2 value of TEMP 
327367368660362 ОБ F —— 
value ot CP 


الشكل )10.6( نفس الحسابات بلغة بيسك المرئية-المثال(7.6) 
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مثال )8.6( 


قذفت مقذوفة بزاوية معينة فإذا كانت العلاقة بين ارتفاعها y‏ والمسافة الأفقية x‏ معطاة 
بالبيانات بالجدول )8.6( أسفله؛ فاحسب y(2.5)‏ باستخدام طريقة امربعات الصغرى. 


الجدول(8.6) 

















19 








32 





50 








الحل: 


حيث أن العلاقة بين X‏ و y‏ هي حدودية من الدرجة ASWI‏ عليه نقوم باستعمال АШ‏ 
بواسطة المربعات الصغرى وكتابة البرنامج ال موضح بالشكل )11.6( [وهو برنامج مكتوب بلغة [C‏ 
لنحصل على 25-25 у(2.5)=‏ [أنظر الشكل (12.6)]. 


#include<math.h> 
#include<conio.h> 
#include<iostream.h> 


main() 
f 


М 
float 


d[3][3],42[3][3],s[7],x[51,y[5],x4[5].x3[5],x2[5] yx[5].y2x[5].det[3].m[3] 


.ddet.a,b,c,yy,xx; 
int i,j,k; 


clrscr(); 


соші<<"ЕМТЕК VALUES FOR X AND Y?"<<"n'; 


for(i=0;i<5;++i) 


í 
Y 


сш>>х[1]>>у[1]; 
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yx[i]-x[i]*vli]: 
y2x[i]-yli]*x[i]*x[i]; 
x4[i]-pow(x[i].4); 


x3[i]»pow(x[i].3); 
x2[i]- powt(x[i].2); 
} 


coutc«^n'««"input value for х?"<<'\п'; 
сїп>>хх; 


for(170;17;4—1i) 
s[i]70; 


for(i-0;1«5;--i) 


{ 
5[0]+=х4[1];5[1]+=х3[1];8[2]+=х2[1];5[3]+=х[1];5[4]—=у[];8[5]=—ух[1];5[6 
]t-y2xli]; 

} 


т[0]=з[4]; 
m[1]=s[5]; 
п{2]=5[6]; 


4[0][(0]=5;4[0][1]=з[3];4[0][2]=з|2]; 
4[11[0]=5[3];4[1](1]=5[21;4(11[2]=5[1]; 
4[2]1[0]=5[2];4[21[1]=5[11;4[2][2]=5[0]; 


ddet-(d[0][0]*(d[ 1 ]| 1] *d[2][2]-d[ 1 2]* d[2]| 1 ]- 
(4[0][1]*(41][0]*4[21[21-4[1][2)*4[2][0]у}+(4[0][2]*(41 ]|O]* d [2] 1]- 
d[1][1]*d[2][0]); 


for(k70;k«-2;4-4k) 
i 
for(i=0;i<3;++i) 
forj=0;j<3;++j) 
ifj==k) 

d2[i][j] =m[i]; 


else 
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92(1101=9(1)01; 


det[k]-d2[0][0]*(d2[1][1]*a2[2][2]-d2[1 [2] *d2 [2] 1]- 

a2[0]L 1 J*(d2[1][0]* 2[2][2]- 
d2[1][2]*a2[2][0])*d2[0][2]* (d2[1][0]* d2[2 ][ 1 ]-H2[1][1]* 2[2][0]); 
) 


a-float(det[0] /float(ddet); 
b-float(det[ 1 ]/float(ddet); 
c—float(det|2 | /float(ddet); 


cout««^n'««^pn'«c"A- пас" Ве" рп О асру ру 


yy7atb*xx-c* xx*xx; 
сош<<"Ү="<<уу; 


„С الشكل )11.6( - مثال )8.6( بلغة‎ 
ENTER VALUES FOR X AND Y? 

00 

18 

219 

332 

450 


input value for x? 


25 


А=0.142857 
В=6.114286 
С=1.571429 
Ү=25.25 


الشكل )12.6( - نتائج JLI‏ )8.6( بلغة „С‏ 
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الجدول )9.6( أسفله يعطي درجة الحرارة الحرجة T, (^K)‏ بدلالة الضغط p, (atm)‏ 


مثال (9.6) 


الحرج لثمانية مركبات عضوية. فإذا افترض بأن العلاقة Т,‏ و p,‏ هي علاقة تربیعیةءفاحسب T,‏ 
ممثيل الأثير р, = 53 atm.‏ وقارن بالقيمة التجريبية ‚Т, = 400.1 ^K.‏ 












































الجدول(9.6) 

р.(аіт) 44 |571 | 46.6 | 48.4 |63 |356 |71 | 78.5 | 71 | 785 
T.K) 461 | 594.8 | 508.7 | 560 | 516 | 467 |369 | 513.2 | 369 | 513.2 
الحل:‎ 


نكتب Cp;‏ + ,مط + 4 = T,‏ ء ثم نستخدم أسلوب АёМЫ‏ بطريقة المربعات الصغرى 
فنكتب خوارزمية الحل ومن ثم البرنامج الموضح بالشكل (13.6). و تكون النتائج معطاة بالشكل 
)14.6( ومنها نرى أن: 


T. (53 atm) = 524.7625 


وهي قيمة ليست قريبة من القيمة التجريبية ولكنها تقع بين .)44( T,‏ و )57.1( .T,‏ 
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Dinenzion Рев Tc C8» 

URITEC™, m)’ N . pc' 

READ. =, «N, Pe 

URITEC=. *2'Tc* 
| READ‘ *, «Tc 
АЛДАГЫ 
8110 >A. 
8208132-۰8 8۔‎ 
21081013-8 8 
81081814-8 8 
SUMY لىك‎ . 
80۳۷۰۷ -0.0 
51011931 2 -9 تا ۔‎ 









PLT!!! 









DO їй I-1,N 
SUNY "SUMN IPCCI > 
SUNN 2 =610МК2 +۰۳۵۷ 2 292 
SUNA 3 -5UMX3 *CPCCIDÓsw3 
SUNX4-SUIc «CPCCTO 4 
SUNY -SUMY «TCCT? 
SUMVX -SUMVA +60 )1 1221 
SUNVK2 -SUMVK2 1021 22061 <2 
i18 OONI [NIE 
ИНЕТЕ, =) SUMX 3, SUMX 1592 SUM імю), SUID i4, SUMY, SUI SUMEX n2 
WRITES, v28UMX 81042 SUI , SUPPE  SUMY , SUNY , 72 


ritate ted ha ha herd ra hetero rernm‏ وووووو وو بزلا 


de ] -NeSUMN2 *tUMX4- SI MX 1 ИМХ 32 -SUNX (SINS SUNN E SUNN S5 UMKZ > 
&ISUMK2 «СИИК 81×3ناج×‎ SUNN 25 UMN 22 
WRIIECH, ж) DEL 
WRITEC™, v» DEL. 
JC سر ووم ممصي‎ PP حم يمع ممیجی يجيه جوا بج بج بر‎ H PH IN MO سیب دی جب یر‎ AE ON HORE 
a2-CUMV «+ CSUMK2 SU MX 4- SUMX 3 «5 UMK3 SUNK #CSUNYK SUNN 4-5 UMEG AGUMVX2 » 
R *5UME2 xCGUMVAX ۰۰910۳۵۷ 3-RUMK2 XGUMYXZ > د‎ / DEI. 
WRITEC™. м)’ a2* 
WRITE » «2A2 
IIIIII ope LLL LDL LL مم ع‎ pep ور خو‎ AAA AAA ALAA AAA جو‎ ЛЛ لی کو عو عم عم تو رع تو مم مو أل أ‎ 


a1 = عم بزباوزراع »مير‎ 101714. SUMK3eSIITVX25» SUNY CUI MX ВИКА SUMI Ys NC? > 
ويخ‎ 0۳۴2 ×۰۲ 11101: 1114٤2 SUNY KS INH 22 3 DEL 
WMRITEC», »5^ А? 
۸۸117200034 
НЕНЕН 


aB-XNeCRSUMEZ wSUIa 2 -ВПИРХ SUME 5ح‎ UNA SUME ^S 11۲19۷ X2 SUIT ses ۳1۸2 > 
Ke sum cS UMK «SUMK3- SUME 2 “8.0۶۷2۰ 3 DEL 
МЕТЕ 'ذ»‎ ай" 
ЛІТЕ», жай 
сиинин аиа LA LLLI 111121118 E E ER 118 1118:3 LE FU EE ON 1118 48 0 AA 1 EE иа 11:11:1111 HE EHE ER M 


URITEC™, x>’ PC' 

HERD, «Ух 

T1=a2 tai بوم ومين‎ ax2 Д 
URITECX, =)’ Te fron Equiation in Pro. Ма 19 Раче 163’ 
URITEC^, ۲۷ 


LA m برو رو رادم‎ AA А А ARA BA IUS PS AAA А А هصح‎ ^ ж л P m PS Fu m چا ا‎ AARON AN AUI Im I PA م حو جا ار‎ Л А ^ جج‎ A 


1 STOP 
END 






1111111141 


الشكل )13.6( - Jt!‏ )9.6( بلغة فورتران 77 


N " РС 
8 44 57.1 46.6 48.4 63 35.6 71 78.5 


Tc 
461 594 8 508.7 S568 516 467 169 513.2 





Tc 
61 594.8 508.7 560 516 467 369 513.2 
UHMXi.SlMXi»-2,S5UMXisx, SUMX 1 ےس‎ SUMY i, БОМУХ SUHVK2 
444 268696868 26158 ۔‎ 8119 1522741 56869 
8 . 1585325919 19019 . 729686868 
EL 22 0674 _ 9 066866 12916756 .ے‎ 23 


68 66۔ 
۲۹2816 ۔ 29 
۲8 كاه _ 16 
1148457 . ج- 


N 


nuo S 


fron Equiation in Pra. No 19 Page 163 
>з . aannane 524 26 258966 


الشكل )14.6( - نتائج JULI‏ )9.6( بلغة فورتران 77 
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مثال (10.6) 
أكتب برنامجا حاسوبيا АФЦ‏ بيانات ما با منحنى : 
y-a-cbcosx-csinx‏ 
ثم استخدم البيانات بالجدول )10.6( أسفله لحساب مختلف المعاملات؛ قارن القيم 
النظرية بالبيانات المعطاة بالجدول . 
الجدول(10.6) 





х |0 0.4 |08 1.2 1.60 | 0 2.4 28 |32 | 3.6 |40 








у |3 2.1 1.3 0.5 0 0.2 0.0 0.3 11 |20 |29 






































الحل: 

نكتب المعادلات العموديةء ثم نكتب خوارزمية الحل ومنها نكتب البرنامج اللوضح بالشكل )15.6( 
disg‏ نحصل على النتائج بالشكل )16.6( الذي يعطي المعاملات a,b,c‏ والقيم العملية 
والنظرية والخطأ في كل منها. والشكل )17.6( يوضح هذه المقارنة بيانياً. 
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mm السادس‎ Lad! mm 


LINEAR.CPP 
s*include«conio.h» 
finclude«stdio.h» 
*include«math.h» 

mainO 


double s5-0.0,56-0.0,57-0.0,58-0.0,a, b, C,A, B,C,D; 
double x[50], у[50], v[501, s1-0.0, 5220: 0,53=0.0, 54-0. 0; 
int i,n; 

cirscrO; 

printf (" Enter the number of points n ="); 

scanf("%d", 

Tor C i21; T5 ie 


printf ("Enter the initial value of x = "5; 
scanf C'X1f" ,&x[1]) ; 
printf ("Enter the initial value of y = "); 


scanf("%1f",&y[i]); 
for Gi=1; i<=n; i++) 


sl=sl+cos(x[i]); s2= =s2+sin(x[i]); s3=s3+y[i]*sin(x[il); 
s4=s4+y[i]*cos(x[i 

s5=s5+sin(x[i])*cos(x[il); s6=s6+y[ 
s8=s8+pow(sin(x[i]),2); AUS 2); 


1 
О=((п*57*58)+(51*55*52)+(52*51*55))-((51*51*58)+(п*<55*55) 
+(s2*s7*s2)); 
а=((56*57*58)+(51*55*53)+(52*54*55))-((51*54*58)+(56*55*5 
5)+(52*57*53)); 
һ=((п*54*58)+(56*55*52)+(52*51*53))-((56*51*58)+(п*55*53) 
+(52*54*52)); 

i رم 27ک‎ (Cs1*s1*s3)4(n*s4*s5) 

+(56*57*52) 

A-a/D; B=b/D; c/D; 

printf Ç'\n\n a= Sif ,b-Xlf , с = %lf\n\n ",A,B,C); 

printf ("Linear Y YN 

ERROR 20 "); 

for (i21; i<=n; i++) 

Te ens xL стаі; 

printf ("Xf %1f 

Y[i]=Y[il-y[il; | 
rintf (" 2316 \п",ү[1]); 


деїсһе(); 
return(0) ; 


„С بلغة‎ (10.6) JULI - (15.6) الشكل‎ 


resultsl.txt 


:"×]1[:۷]1[:۷]1[2: 


= 2.006167 , b = 0.956807 , c = -1.904491 


Linear Y YN ERROR 
0.000000 3.000000 2.962973 ; -0.037027 
0.400000 2.100000 2.145800 ; 0.045800 
0.800000 1.300000 1.306582 { 0.006582 
1.200000 0.500000 0.577813 ; 0.077813 
1.600000 0.000000 0.074550 е 0.074550 
2.000000 0.200000 -0.123754 i -0.323754 
2.400000 0.000000 0.014210 H 0.014210 
2.800000 0.300000 0.466661 j 0.166661 
3.200000 1.100000 1.162165 : 0.062165 
3.600000 2.000000 1.990919 s -0.009081 
4.000000 2.900000 2.822080 i -0.077920 


الشكل )16.6( - نتائج JULI‏ )10.6( بلغة „С‏ 
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1 1 1 І T T 
/ 
à / 
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X 
1.5 N 
N 
© ў 
ó 
4 / 
ام ۵ نا05‎ 4 
. š 7 pH 
` 309 
or > 2 
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0 05 1 15 2 25 3 35 à 


الشكل )17.6( مقارنة بين المنحنى العملي وا منحنى النظري (خط مستمر) 
للمثال (10.6). 


(Experimental Error) الأخطاء التجريبية‎ 6 


في كثير من التجارب المعملية تكون الأخطاء عادة صادرة عن الجهاز الذي نقيس به» أي أن 
السؤال يتعلق بمدى الدقة في الجهاز وليست Š‏ الكمية المقاسة. وهذا يعني کون القياسات غير 
مؤكدة في فترة ما والتي šole‏ ما نرمز لھا بالرمز ,© حيث í‏ تدل على رقم القيمة المقاسة. وتكون 
هذه القيم أحيانا متساوية وأحيانا مختلفة وذلك بالاعتماد على التجربة المقامة. 
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إلى جانب الأخطاء التجريبية» أو المعملية. توجد الأخطاء الإحصائية والتي gu‏ عن طبيعة 
إحصائية من ملاحظات واستدلالات وغيرها. وهذه عادة تؤخذ على أنها: 


ھ0 


ds‏ حالة وجود أخطاء تجريبية أو إحصائية ومعرفتها يجب تحوير التقريب باستخدام 
المربعات الصغرى كما يلي: 


حيث ترمز y,‏ للقيمة التجريبية و y,‏ للقيمة النظرية (أي بدلالة المنحنى المستخدم للملائمة). 
فمثلا لو كنا نتعامل بالانكفاء الخطي فإن : 


yJ" =a+bx, 


وتصبح المعادلة )16.6( على النحو: 





كما تكون المعادلات العمودية: 











o; 0; o; 
x х? X; y 
aX nay = 
O; O; O; 


ومنها S>‏ آن: 
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шш‏ الملائمة باستخدام طريقة ال مربعات الصغرى هه 





1 E Yi Xi ХУ 
رہد وت وا‎ 

1 1 Xi yi Xi Yi 
xir riri 





وحیب: 





2 

1 x X; 

۸ L i i 
у2У5- >) 
‚у=а+Ьх وبذلك نحصل على المنحنى المقرب‎ 

من التطبيقات في هذا المجال استخدام دوال dago‏ كثيرا ما تعترضنا مجال الفيزياء النووية, 
وهي حدوديات لجاندر XP, (x)‏ 
1 
[بعض منها P()- 0 -1) í P (x)= х Я Р (х)=1‏ حيث [x 2cos0‏ 
في هذه الحالة نستخدم: 
y- Эгар; у шр. (17.6)‏ 
ё=0‏ 

والحالة التي عادة ما نستخدم بها طريقة المربعات الصغرى وحدوديات لجاندر هي التوزيعة 
الزاوية لأشعة (۷) الصادرة عن نواة محفزة أو مثارة؛ حيث تصبح المعادلة )17.6( بسيطة ولا 
تحتوي على غير ثلاثة حدود؛ أي أن: 
y=a,P,+a,P, +4, P, 02 (18.6)‏ 


وذلك لاعتبارات قواعد الاختيار بالتفاعلات النووية. 
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وقياس التوزيعة الزاوية لأشعة (у)‏ من خلال بعض التفاعلات النووية يساعد كثيرا في 
تصنيف مستويات الطاقة في النواة ؛ ولهذا نرى أهمية ملائمة البيانات التجريبية للمنحنى (18.6) 
وحساب المعاملات الثلاثة. 


في المعتاد. وبدلا من المعادلة )18.6( يتم العمل با معادلة: 
у A,(1+ AP, + A,P,)‏ 


حيث A,‏ ورك تسمى بالمعاملات المقومة (normalized coefficients)‏ و А, = i^‏ 


a 
A کت‎ 54 
4 a, `? 


الآن نباشر عملية استخراج ФУ‏ العمودية ونحسب الجمع: 





4 D — dg WO AAO, 


$ 


نفاضل )20.6( بالنسبة ل ,4 , а,‏ و d,‏ ثم نضع ناتج التفاضل مساوياً للصفر لنحصل على: 


1 Р,\х, Р,\х, y; 
42,7; + 82, а ) | 8 i رک‎ 


i i o 








8 اك‎ УР x] ra y لكل لساك‎ y x.) 


4 
О. О. 0 











2 T 
О. O. 


+ I 


Р Р, x) a, y 2 (x, )P,(x,) ay E) Ly SAU 


الآن بإيجاد حلول هذه المعادلات نصل إلى es‏ ,© و a,‏ و а,‏ وبالتالي لقيم А,‏ و А,‏ و ‚А,‏ 
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نلاحظ أنه نظرا لوجود الأخطاء التجريبية بقيم у,‏ فإنه لا بد من تواجد أخطاء أيضا 


8087 [E (J 





مثال )11.6( 


]18 كانت التوزيعة الزاوية لأشعة у‏ الناتجة عن التفاعل Ce (n, n'y)‏ ‹ استخدم فيه 
شعاع من النيوترونات السريعة من مفاعل تاجوراء والتي تقابل طاقة 
7ھ JE,‏ *2 — *4) هي كما بالجدول المصاحب أسفله . فاكتب برنامجا يحسب 
امعاملات المختلفة . 





























0 90° 105° 115° 125° 135° 150° 














y(0) | 1000| 1.007 | 1.073 | 1.178 | 1266| 1372 








+ 0.011 | 20.011 | + 0.012 | 20.013 | 20.014 | +0.015 












































الحل: 
نكتب البرنامج الموضح بالشکل )18.6( وباستخدام البيانات المعطاة نحسب ا معاملات المختلفة 
لنجد أن: 
A, + AA, —1.163 € 6‏ 
A, ± AA, = 0.297 € 5‏ 
A, € ЛА, = —0.015+ 0.019‏ 
se x?)- 2.19‏ 
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كما أن قيم y?‏ هي Де)‏ التوالي): 
1.378‚ 1.256‚ 1.086 , 1.023 , 0.984 
نلاحظ Ul‏ قسمنا s‏ على 7-3 وذلك لاعتبارات درجات الحرية. نلاحظ أيضا أننا 
حصلنا عل قيم نظرية ت 7 ہہ 


DIMENSION REAL یہار‎ 0-2) 

DIMENSION T(6).Y(6).DY( t). YE] 

P2(X)*(3 MO 0 626610562060061 )=#=2-1 D«00)/2 D«00 
PA(R)*(35.De009( (0.017453292520+00°К) )ee4-(30 0+00=(0005(0.01745329252 
п „Х2.Х3.Ү1.ї2.ї3.71.72,73)»Х1өҮ2ө73,5Х3°{172-Х1=°72°{3-Х2»ү1973-Х3өТ1өү 


DO 10 121.5 

A=A+1 02 

RESO deam 
C*CHPACTCUID)/DY 

ЕРТ) GRUT Dee? 
тот Qt 
WeHeY(T)/DY(Y)ee. 

DOIE TaB ТТЛ) DT CD we? 
یں ہیں‎ (TCI) اح‎ e2 
DETN-DET(A. B. C. D. F.G 


Do 20 ru 

DH«1/DI(I 

DO-P2(T(I Sven 

DP-PACT(D/DY(I)ee2 

DDAO«DET DP. B.D.F.C.F.G)/DETN 

ТОА СЕТА B C. اي‎ 

DDAA-DET(A. B.C B. D. F DB. DO. DP) /DETN 

DAO*DAO« (БҮ (1) eDDAO) «2 

DA2-DA2«(DY(I)eDDA2)ee2 

DA4*DA4« (DY( 1) eDDA4) е2 
YFIT(I)*AO*A2wP2(T(1)) eA4nPA(TCI)) 

CHISOCHISO+ (CY (1) VETT CL) )/DY CL) 62) /(XN-3. De00) 


Trim m^ 7 
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a l 
DDA4-DET(AÀ.B.C. B. D, F 28, Dû, DP)/DETN 
DAO-DAO-(DY(1)*DDAO)**2 

DÀ2-DA2-(DY(I)*DDA2)*«2 

DA4=DA4+(DY (I) &«DDA4 ( жи2 
YFIT(I)-AOrA2xXP2 (T(I) ) A4PA(T(I)) 
CHISQ=CHISQ+((Y(1)-YFIT(I))/DY(I)**2)⁄Z(XH-3.D+00) 

IF(N EQ.6) СОТО 17 

WRITE(I6.107) N.(T(I). I=1.N).(Y(I).I=1.N).(YFIT(I).I=1.N) 
EORMATCI.S.FIT TO LEG. POL FOR'. 13, "POINTS" /3(6D12.7]) 


GOTO 
WRITR(IS 2). (түг) 1-1.) ال‎ 

FORMAT('L.5.FIT FÓR' , I3, 15011115 ' 3) 6812 . 2 

DAO-DSQRT(DÀO) 

DÀ2-DSORT(DA2) 

DA4-DSQRT(DA4) 

WRITE(I6, 4) AO, A2,A4,DAO, 282 .4 
FORMAT('ÀO-',Di2.5,'À2-'.D12.5, 'A4-',D12.5, 'DAO-',D12.5, 'DA2',D12.5, 'DA4-' 
WRITE(16.5) CHISQ 

FORMAT('CHISQ-'.D12.3) 

DAOO-DÀO/AO 

0320-02270 

2۸40-0240 

WRITE(I6.6) AOO, A20. A40, DAOO, 2820 0 

EORMAT( HORMALIZED COEFF . ARD ERRORS W.R. TO A0'/6D12.5) 





6 50000D«02 o 0588۵03 0 11500D«03 0125000+02 0 125000+02 

0. 10000D«01 0 10070D«01 0 10730D«01 0117000+01 0 12660D«01 

0.90394D«00 0 10226D«01 0 10065De01 011674D«01 0 126630401 
AO-0.11630D«01 A2=0 346120+00 A4--0 17330D-01 DAO-0 660710-02 DA2«0 17045D-01 
DA4-0 216751-11 CHISQ=0 219D«01 

NORMALIZED COKFF AND ERROR U R TO AO 


0.10000D«01 0.29675D+00 0.149010-01 0. 40*?00D-02 0.14656D-01 0.10637p-01 








الشكل )19.6(- المثال )11.6( بالنتائج بلغة 5133553 90 
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تمارين )6( 
1. ماذا نعي بالعبارات التالية : الانكفاء الخطيء الملائم الأجودء المربعات الصغرى؟ 
2 كيف Хе‏ إيجاد أو استنتاج ا منحنی التقريبي لأي فئة من البيانات ؟ 
3. إذا كانت القيم التالية معطاة: 
X, X x, €‏ 
fe) f(x) f(x)‏ 
فأوجد معاملات الحدودية р, (x)- d, + dX  d,X^‏ التي تمثل البيانات وبدلالتها. 
4. باستعمال الجدول اطرافق, أوجد التقریب باستخدام المربعات الصغرى للصيغة t +b‏ = ۷. 
قارن بين البيانات الجدولية وقيم الدالة الناتجة. 
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10‏ 
56 )50 |50 |45 |40 |40 |32 |27 |20 |8 " 
5. أوضح أن طريقة المربعات الصغرى عندما تطبق على العلاقة 4 — y‏ تعطى صيغة 
للمتوسط الحساي لقيم .y‏ 
6. بافتراض أن الحرارة النوعية للماء هي دالة خطية في درجة الحرارة؛ استخدم الجدول 


السابق با مثال )3.6( لحساب هذا التقريب وباستخدام طريقة المربعات الصغرى. قارن 
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шш‏ الملائمة باستخدام طريقة ال مربعات الصغرى هه 











7 لاثم البيانات التالية بدالة قطع زائد ودالة أسية وقارن. 
х -8 -6 -4 -2 0 2 4‏ 
y 30 10 9 6 5 2 4‏ 





























8. قم باشتقاق المعادلات العمودية الثلاث للمنحنى: y-a-bcosx-ccsinx‏ 


أوجد b,a‏ و © التي تلائم البيانات: 
2.8 2.4 2.0 | 1.60 
y|3 |21 |13 |05 lo‏ 





х |0 0.4 8 1.2 32 |36 |40 


0.2 0.0 0.3 1.1 












































20 | 9 


9. قم بحل المثال )7.6( من جديد ولكن باستخدام البیانات التالية : 
Е, - 919.48 keV‏ 


у(0):1.000 1.074 1.221 1.369 1.410 1.533 


E, =1011.47 keV 
y(0):1.000 0.953 0.896 0.917 0.838 0.775 


0. عند تصادم نواة "C‏ ببروتونات طاقتها 4.5MeV‏ بعض من هذه البروتونات تؤسر 
بواسطة النواة وهذا يسبب في تحللها عن طريق أشعة y‏ معطية هذه الأشعة بطاقة 
7ء فإذا كانت التوزيعة الزاوية Blame‏ بالجدول أسفله. فاستخدم طريقة 


ا مربعات الصغرى لحساب المعاملات 


* استخدم نفس الأخطاء التجريبية للمثال (7.6). 
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المختلفة ,4 , ر4 , ,4 واكتب أيضا القيم التقريبية ا محسوبة. 





0 0 45 60 90 105 135 





























узде | 1352 927 804 889 855 881‏ 
بمسائل التوزيعة الزاوية إذا كانت y(0)=a,+a,p,(0)‏ قم بالتفصيل بكتابة 
الخطوات التي توجد بها а,‏ وره وذلك باستخدام جدول بيانات وطريقة المربعات 
الصغرى. 

للانكفاء الخطيء ماذا عن الحالة التي تكون فيها الأخطاء التجريبية متساوية؟ اشرح. 

قم باشتقاق صيغة للانکفاء الخطي للبيانات الممثلة ب .y = Б“‏ 

إذا كان المنحنى ا ممثل للبيانات المعطاة هو عبارة عن ghò‏ مكافئ فهل هكن القيام 
بتحويله تمكننا من الاستفادة من الانکفاء الخطي. اشتق المعادلات العمودية. 





إذا كان المنحنى الملائم Jie‏ با معادلة ×ط + »لد = ‚у‏ 
-i‏ أوضح أن هذا التقريب هكن جعله خطياً 
ب۔ أكتب المعادلات العمودية لهذا التقريب. 
اكتب المعادلات العمودية للانكفاء المتعدد: ‏ 6+ 52+ ره f(y,z)9‏ 





إذا عرفن: 5 Xo‏ =0 
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11 


12 


13 


14 


.15 


шш‏ الملائمة باستخدام طريقة الل مربعات الصغرى هه 


حيث y,‏ هى القيمة التجريبية و y,‏ هى القيمة المحسوبة و әле n‏ النقاط و эде m‏ 
البارامترات بالمنحنى التقريبي؛ OB‏ مبدأ جاوس لجودة АУЫ‏ يقول بأن أجود s‏ أو تقریبء 
هى تلك التى تجعل من 2© قيمة صغرى للبيانات المعطاة. وإذا أعطيت البيانات التالية: 





x 0 1 2 3 4 





y 0 20 40 50 70 


























فاستخدم مبدأ جاوس لإثبات ما إذا كانت العلاقة الخطية أو التربيعية ]392 
8. الجدول أسفله يعطي بيانات عن مدى استهلاك الماء بإحدى البلدان وذلك ببلايين 
الجالونات في اليوم. 
أ- استعمل الانکفاء الأسي ¿ëU‏ استهلاك الماء بدلالة الزمن. 
ب- استعمل (أ) لحساب استهلاك ا ماء Š‏ السنة 1975 وقارن ها كان متوقعاً وهو 449.7. 





السنة 1930 1940 1950 0 | 1970 





الاستهلاك 110.5 | 136.43 202.7 9 | 411.2 
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مسائل القيم الذاتية 


يحتوي هذا الفصل على: 
2$ القيم الذاتية لمصفوفة حقيقة متناسقة. 
27S‏ طريقة جاكوبي Jacobi Method‏ . 


2 37 المتجهات الذاتية. 


42$ مسائل قيم ذاتية عامة. 


7 القيم الذاتية لمصفوفة حقيقية متناسقة 
(Eigenvalues of a real symmetric matrix).‏ 


في كثير من المسائل الفيزيائية نجد أنفسنا مضطرين لحل المعادلات التالية: 


а =A diz ج4‎ X, 
а d$ -À а, х, |-0 
3 d32 بيه‎ - 4 JA Хх, 
9l 
a, a, C A. 0 OY x, 
a, а„ asal x | om 0 4 0 || و‎ 
ау а» ھا وھ‎ 0 0 АД, 
أو بشكل آخر‎ 
Ах=А1х — — 1 |— | — .... (1.7) 
Hu 


X‏ متجه لمتغيرات مستقلة. 
Л‏ قيم ذاتية تمثل قيم فيزيائية مثل الترددات الطبيعية لأنظمة متذبذبة كالوتر المهتز. 

ومسألة القيم الذاتية تتلخص في إيجاد قيم 4 وهي القيم الذاتية و X‏ والتي تسمى بالمتجهات 
الذاتية. والطريقة الشائعة والمعتادة لإيجاد حلول هذه المسائل هي طريقة جاكوي. 
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mm الفصل السابع‎ mu 


7 طريقة جاكوبي (Jacobi's Method)‏ 
تتلخض طريقة جاكوي في الوصول باللعادلة )1.7( إلى الشكل 


b 0 0 1] A 0 01 
0 b, 0 |x |= 0 4; 0 || x, 
0 0 bj% 0 ОЕ 
او أن‎ 
Bx-ÁÀX a (2.7) 


حيث В‏ و Л‏ مصفوفتان قطريتان . لو تمكنا من ذلك عندئذ نرى أن الحلول هي Á‏ و tX‏ 


ولي نستخدم طريقة جاكوبي Leo‏ نستذكر بعضاً من معلوماتنا حول تحويل الإحداثيات في 
المستوى . ففي المستوى وللتحويل. من الإحداثيات x‏ إلى X‏ بدوران © للمحاور نقوم بالعملية: 


AST OOO حل‎ (3.7) 


cos -—sinO ENT: X, 
sin 6060 NV جے‎ UL 


AXSAX 0 0 ZA le l uu (4.7) 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ ни 
نعوض بامعادلة )3.7( في المعادلة )4.7( لنحصل على:‎ 
ATx-ATX ce 2454. (5.7) 
نرى أن:‎ T! T 21 بضرب )57( في 77 من الیسار واستعمال الخاصية أن‎ 
T APXCAT TX=AX а (6.7) 


OI‏ لكي نطبق iib‏ جاكوبي ونصل إلى الهدف المطلوب وهو Jer‏ المصفوفة على يسار 
المعادلة )6.7( А а‏ ء نختار Ө‏ بحيث تكون '7747- B‏ قطرية؛ . ولكن: 


c cos 510 (а, а, ۷٢١٢0 -sin 
 (-sinð соѕ0 a, а, J sin соѕ0 


ولي تکون В‏ قطرية يجب أن يكون الحد غير القطري مساوياً للصفر وهذا يعني أن: 


а, (cos? 0 — sin? 0)+ cos@sin Ө(а, —a,)20 — .  .— (7.7) 
و.هذه تعطي العلاقة‎ 
2 
tan20-—22B 000 uu (8.7) 
а 70» 


gs а, cos? 0 + 2a,, cosÜsin 0 + a, sin? Ө 0 (9.7) 
0 а, іп 0 – 2а, соѕӨѕіпб+а,, соѕ 0) TT | 
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mm الفصل السابع‎ mu 
(1.7) مثال‎ 


1 
استخدم 40 ysl‏ لجعل المصفوفة : 
الحل: 
بالرجوع للمعادلة )8.7( نرى أن © التي تجعل А‏ قطرية هي تلك التي تحقق المعادلة: 
ہے 2 - tn28‏ 


Q bš 4=‏ . وعين القيم الذاتية 


أي أن 7 = © ومنها ومن المعادلة )9.7( نحصل على: 


0 4.414 
پر سے 8 
A‏ 0 | - 


آي أن القيم الذاتية للمصفوفة هي 4.414= Д,‏ و 1.586= ,4. 
هذه هي طريقة جاكوبي في أبسط صورها حيث تم استخدامها Š‏ مستوى. 

الآن لو أردنا العمل مصفوفات من النوع (3x3)‏ وهي المصفوفات التي عادة ما تواجھنا 
بالحياة العملية؛ فإننا نقوم بتحويلات متتابعة في المستوى لنتخلص من العناصر غير القطرية كلها . 
فمثلا تكون هذه التحويلات النوع: 


cosÓ -sinf 0 
T, =| 5900 соѕ0 0 
0 0 1 
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وهو هثل Š Os»‏ ا مستوى 9.X—y‏ 


cos 0 -sin 
T7 =| 0 1 0 
sin 0  cosQ 


9.X — Z في المستوى‎ bbs» ومثل‎ 


1 0 0 
T, =| 0 cos@ -sinO 
0 5126 соѕ0 


ويمثل دوراناً في المستوى Y - Z‏ 
ولتوضيح الخطوات المتبعة لجعل ال مصفوفة قطرية دعنا نقوم بحل АДЫЛ JUI‏ 


مثال (2.7) 

باستخدام طريقة جاكوبي أوجد القيم الذاتية للمصفوفة المتناسقة. 
0 1- 2 
A-|-1 2 -1‏ 
2 رہ 0 

الحل: 


لنأخذ SÍ‏ عنصر غير قطري وهو هنا dj,‏ أو G,‏ وكلاهما يساوي 1- عليه نأخذ ap‏ على أنه 
اكبر عنصر. (في القيمة) 


cosÓ -sin 0 
ومنها نرى أن:‎ T, =| 510 cos@ 0 نستخدم‎ 
0 0 1 
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mm الفصل السابع‎ mu 





أي أن: ,7--6 


وهكذا حصلنا على زاوية الدوران التي تجعل من العنصرين dj‏ و ,© يتلاشيان. 
بينما تكون مصفوفة الدوران: 
0 + 5( 
0 0 


1 


نعين ال مصفوفة: 
A, - AT,‏ 
وتصبح А‏ الجديدة هي ,4 . 
de‏ القطواة 3-1 غلى:المسفوفة А,‏ تحلص من اکر pais.‏ غير АЈЫ‏ وها خن تعضل 
әде gà т) A, de‏ فرات الد وزان 0553 قطرية . Де Quand lias‏ القع АЗ‏ 


لو قمنا بكل الخطوات سابقة الذكر فإنه بعد خمس دورانات Ш‏ الحصول عل القيم الذاتية 


التالية: 
À, 2 3.4142‏ 

А, = 1.9998 

А, = 0.5859 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ ни 


ملاحظات 
JELL‏ السابق hoy‏ أن 0 2 =a,‏ ,وه وأنها متناسقة adeg‏ يجب التخلص من عنصرين فقط 
وهما ap‏ وور4. 
يعتقد أحدناء من الملاحظة )1( أنه يلزمنا دورانان لإنهاء العملية ولكن ف الحقيقة وكما لاحظنا 
ليس هذا صحيحاً فلقد احتجنا إلى خمس دورانات هنا . ويرجع السبب Š‏ ذلك إلى أنه بعد ضرب 
المصفوفات تتكون لدينا أرقام جديدة بمواضع أخرى بالرغم من اختفاء أحد العناصر غير القطرية. 

ولكن لحسن الحظ أن كل دوران يجعل أكبر قيمة للعناصر غير القطرية تتضاءل وهكذا 
تدريجياً يتقارب 4 إلى الصيغة القطرية. 
نعود الآن إلى الصيغة: 

20 


tan 20 = с И МС (10.7) 
aiaj 





حيث d;‏ هو أكبر лаје‏ غير قطري 3552 بالصف 1 والعمود tj‏ وحيث أن: 


tan 20 — ш ed (11.7) 
1—tan 0 


فإنه من المعادلتين (10.7) و (7. 11) نرى أن: 
2a; tan? 0 + 20, -٥ Jian6 - 2a, =0‏ 


وهي معادلة من الدرجة الثانية في tan‏ وحلولها: 
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(1 


(2 


mm الفصل السابع‎ mu 








+ 2а, 
ТА (12.7) 
| Jla, رہ‎ - 4a? 
أيضاً أن‎ АУ .а„ أكبر من أو أصغر من‎ a, و تعتمد الإشارة )+( على ما إذا كان‎ 


A > 0 > و‎ 


الآن بحساب @ tan‏ من )12.7( نستطيع حساب 0056 و ѕіпӨ‏ من العلاقتين: 








tan Ө = 








i а, 


соѕ0 = (1 + tan? ө)? ур? (13.7) 


sinQ-cosÓ-.tanO |. .. .  — — ململ‎ (14.7) 


والمعادلات )12.7( « )13.7( و )147( هي المستعملة Bele‏ في الحسابات. خصوصا عند 
الاستنجاد بالحواسيب بدلا من ا معادلة (10.7). 


7 المتجهات الذاتية (Eigenvectors)‏ 
بالنسبة لحساب المتجهات الذاتية ×؛ نلاحظ أنه توجد п‏ من القيم الذاتية ,4 Aes‏ ورك 


وذلك طبقاً لبعد المصفوفة .(nxn)‏ و إذا كان V‏ هو مجموعة هذه المتجهات 
Š × .......... 3X‏ مصفوفة مربعة وامناظرة لمصفوفات التحويل s T,, T,‏ و T,‏ وبحيث 


تقابل x,‏ القيمة الذاتية A‏ و x,‏ القيمة الذاتية «А,‏ و.... . وهكذا. 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ ви 


فإن: 
AV - AV‏ 
وهذا يعنى أن: 
VIAV=A 220 ٦ (15.7)‏ 


BETS qp dy Hx a (16.7) 
نرى أن‎ 
УС (17.7) 


فعلى سبيل JULI‏ لو رجعنا للمثال (1.7)فإن : 
-sin 4 1‏ ہہ 
A=‏ و 7 Veqe‏ 
2 1 ۹9و sin‏ 


(0.924. -0.383 
1 (0.83 0.924 


أو أن: 


1 


0.924 — 0.383 
X = 9 x = 
-~ \0.383 9 0.924 
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بينما aed‏ بالنسبة للمثال )2.7( أن: 
0.5 0.707 0.5 
V =T......T, =| — 0.707 0 0.707‏ 
 -0.707 0.5‏ 05 
وهكذا يكون: 
العمود الأول هو أول متجه ذا هاثل القيمة الذاتية 3.4142 
العمود الثاني هو ثاني متجه GIS‏ هاثل القيمة الذاتية 1.9998 
العمود الثالث هو ثالث متجه 315( هاثل القيمة الذاتية 0.5859 
مثال (3.7) 
أستخدم طريقة جاكوبي لحساب القيم والمتجهات الذاتية للمصفوفة أسفله مستخدماً 
الحاسوب. 
0 1- 2 
1- 2 1- 
2 1- 0 
الحل: 
حيث إن المصفوفة متناسقة ء كما سبق ذكره ‹ ولاستخدام طريقة جاكوبي نكتب البرنامج 
الفرعي JACOBI‏ وبحيث نضع شرطا على الحدود غير القطرية لتتضاءل إلى الصفر ob‏ نطلب أن 
تكون قيمتها أقل من эде‏ صغير Jis‏ * 10 = £ والبرنامج الفرعي هو: 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ шш 


SUBROUTINE JACOBI (N,Q,JVEC,M,V) 
2 وهي 251 من أو تساوي‎ О هو رتبة | لمصفوفة المتناسقة‎ N حيث‎ 
و 17 هي مصفوفة المتجهات الذاتية الناتجة.‎ 
هو بارامتر‎ JVEC іо هو عدد الدورانات ال معمولة للحصول على المصفوفة القطریةء‎ M و‎ 
Bis يأخذ القيم ± 2±,1, سد ]ذا‎ Gio يأخذ القيمة صفرا إذا أردنا طباعة القيم الذاتية‎ 
الحصول على القيم الذاتية وا متجھات الذاتية معا‎ 
في هذا المثال إذا كتبنا البرنامج الموضح بالشكل (1.7) والذي يشتمل على البرنامج الفرعي‎ 
الحصول على النتائج الموضحة بالجدول )1.7( والذي من خلاله نرى أن القيم‎ LuSce فإنه‎ JACOBI 
الذاتية الثلاث هي:‎ 
А, - 3 
А, = 2.000 
А, = 0.58579 
يدويا با مثال السابق )2.7( غير أنه لزم الأمر‎ Де وهي تقريباً نفس النتائج التي سبق وأن حصلنا‎ 
هنا تسعة دورانات للحصول على هذه القيم نظراً للدقة التي تم فرضها بالبرنامج.‎ 


C THIS 15 MAIN FROGRAM FOR ЕСЕМ 
c VALUE PROBLEM IN THE FORM АХ =LX 
CATA IREAD , IWRITE /5,2 / 

DIMENSION Ç (12,:21 1 
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иш الفصل السابع‎ mm 


DO 32 1-18 

DO 31 J=1,N 
31 0-041, 
32 NRITE (IWRLITE, 40) iQ(I, 7) ,J71,N) 
40 FORMATí5FI5.5; 





CALL JACOBI(N,Q,IVREC,M, V) 


n 


M NUMBER OF EOTATION 


NRITE(IWURICE, 4 
32 FORMATi//, “THE NUMSZR OF RxOTATION-',I3//) 


WRITE OUT THE ELGEN VALUES AND TEE CORRESPONDING 
ELGEN VECTORS 


nana 


20 46 J=1,N 
WRITE(I#RITZ,521J,9(í(J,J;5 
50 FORMAT(/!EIGENVALUB(',I2,!y=! Fl 5.51 
WRITE (ІЙАІТЕ, 62: 
60 FORMAT(/'ZIG ЕСТК5'/) 
DO 46 I-1,* 
WRITE((IIWRICE, T: V(T, c) 
FORMAT ,غ2 ؛‎ 215 . 5: 
STOP 
END 








^ 


a 
m 


SUPRZGRAM FOR DIASCNALIION OF MATRIX Q 
BY SUCCESSIVE ROTATIONS 


ann 


SUBROUTINE JACOBI IN, رق‎ JVEC, M, Y) 
DIMENSION Q112,123,V:12,12),X ; 12) , I4112] 
1۷60-1 
2 
C XEXTB8 STATMENCS FOR SITING INITIAL VALUSOF MATRIX V 
6 
IFiJVEC.EQ.O)GCTO 15 
ZO 14 2-111 
DO :4 JI-1,N 
14 ViI,J:-(I/C)* (JT |: 
15 = 


NEXT ESTATEEZNTS SCAN FOR LARGEST OFF DIAS. 
ELEMT. IN EACE ROW 

X(T! CONTAINS LARGEST 313۸13117 IN THE ROW 
IE(I? HOLDS SECOND SUBSCRIPT 8371111113 POSTION 
ОР ELEMENT 


г‏ © ه اوه 


0122-1-1 


DO 36 1-1 КІ 





J=MJ,N 
aT.ABS Q(I, THI GOTO 30 
X1I)-ABS(Qir,J]! 





NEXT 7 STATEMENT FIND FOR KEAXIEJEOF XI) 
FOR PTVOT ELEMENT 


242 


7 
с: 


€» 


m 


E 
ea 


XEXTIISTATMENT 


151 TANG--2.*Qí(IP,JE)/:ABS(QIUI?, 


160 


155 
170 


153 


noun 


mm مسائل القيم الذاتية‎ mu 


DO 70 >12 
їР(Т.1Е.11бОТО 60 
IF(XMAX.GT.X(I))GCTO 72 





I 
XMAX-X II; 
32-01 

JP?-IH:II 
CONTINUE 





STAIMENT TEST 
8, TO 122€ 


Le 


NEXT TWO 
THAN 


"o 


0+ SO 


u 


EPSI-Ll.E-8 
IF (XMAX.LE.EPSI)GOTO ` 
M=M+1 


"т 
v9 


FCR COMPUT 
IF(Q(IE,IP:.GT.Q(JF, ЈР) 


124 +2٭٭ ززعت ,22 ج- رع 1 ,ع1‎ Q 


SOTO 5 


*.38((**2+4,ع2) 281-90 ,19:76 


COSN-1./S0RTil,.*CAÀNG**2; 
SINEi- COSN*TAXG 


QII-Q(IP,IP) 
Qiz, IPC 
Q:JP, JP) 
زع رد جو‎ ء٥‎ 





**2* (QII* TANG 





NEXT 4 ЗТАТМЕХТ FOR PSEUDO RANK 


IFIQ(IP,TF).CFE.Qi IP, Тр)! GC 
TEMP-Q(IP,IP) 
QIIP,IPi-Ql(JP,JP] 

Q{JP, JP} =TEMP 











NEXT 6 STATMENT ADJUST 
OF QÍI,K),Vil) 


155 


IF 1512281 . 58 .0.( 600 155 
TEMP -COSN 

GOTO 170 

TZEP--COSN 

co 85 511121 

36 ۳۴ 

DO 350 ٣-17 
IfÍ((I.EQ.IP).OR.(I.BQ.JP) 
lAND.(IHII).NE.JP:::GOTO 
KsIE(I1) 

TEMP-Q(I,X) 











SzARCA IN 


NEXT 5 
ROW MAXIMUM 


STATMENT 


02 320 J-MJI,N 


FOR ХМАХ 


сото 
TANS--2.*Q(IP,CP)/;ABS|Q:IP 





*iZ, CLIP, CP) +7 
COSN**2* دی‎ CP) -TANG* (2 ^ QEIP CF) 


T 


, IF 5 


ING, SIN, COS, Q (2, 3J, Q13, 3| 


253 
-QiJP, ЈР; ; * SQRT 1 | 


p,JPi**211 





12-22 
(IP, JP; 


"SORT 1 





S*Z(cP,cP))) 


TANSAÇC11)) 
ZLGZNVALUZS 


153 


g 


SIN, COS, FORCOMPUTATION 


).9R. CCIHCI?.NS.IP). 


550 


DEPLETED RON POR 


IFIX(T) .GT.ABS QL, J} } GOTO 320 


XiLI=ABSIO(T1.,7}} 
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NEXT 20 STATEMENT ТОВ CEANSINS TEE ۶6 
ELEMENT СЕ Q 


ЕХ 













Gil, cP) 


GOTT 530 





IFIXI .58 833 !0 128, 211:6 
X1IP)-ABS(QIIP,I]] 





5300 0 1 
IFÍX(C 





2 


530 CONTINUE 





EEXTS STATHMENT TEST FOR 


aon 





2 -1 0 


الشكل (1.7) برنامج يحسب القيم والمتجهات dh‏ للمصفوفة А=|-1 2 -l|‏ 
2 1- 0 


باستخدام طريقة جاكوبي. 
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JVECMATRIX A 





-1,33333 9.09222 
- 2.92223 1.999393 
1.223222 2.23222 


THE NUMBER OF ROTATION = 9 


3,4142 = ۰ ؛ ل ل ران جسن 


EIGZNVECCRS 
“5595900 
. 10711 


2.50000 


€3 0 


FIGENVALUZ;2)- 2.00000 


710861177788 





EISGENVALUE(3)- 32.58579 


BISGENVECTRS 





الجدول )1.7( نتائج البرنامج الموضح بالشكل )1.7( 


نعطي كذلك نفس المسألة ولكن дар‏ © و باستخدام بيئة التطویر البرمجیة دلفي. وذلك بالأشكال 
)4.7( - )7.7(. 


*include«conio.h» 
#include<iostream. h> 
#include<math. h> 


angle fun(); 

trans funz(); 

trans funy) 

trans. {их 

int j,h, i. l, k.p.q,R.9; 
float A[10] [10 "8р0 10 ior 9 v[10] [10] 011 [10]: 
float angle,c-0.0,vz[10] ]10[ , vy[10] [10], vx[10] [10 


непо 
с1г<сг(); 2 


number of Rotations R =";‏ 0 تياك 
cin>>R;‏ 
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иш الفصل السابع‎ "mu 


for( (20 و‎ j «3 ; j++) 
í for( 1=0 ; i< 3 ; i++) کر‎ 
Í cout<<"NnEnter А["<<]<<"]{["<<1<<"]= "; 
cin»»A[31 li]; 
cout<<"NnThe Array AU] سی‎ 
for (20 ; j > 3 ; [++ 
{ cout««end] ; 


for( i-0 ; i< 3 ; ان‎ 
1 cout««A[j] [1] e" Vtt"; 


ha (h=1 ; h<= م‎ ; he) 
angle fun(O ; 

if (Ik = 1) 

trans. funz() ; 

else 


Ij 1+к = 2) 
trans_funyO : 


else 
trans_funxO : 
fort j=0 ; j > 3 ; j) 
EE i=0 ; i< 3 ; i+) 


А i]=b[j1[il; 


for( j=0 ; j <3; jz) ` "m 

í cout<<"\ntenva lue ["<<j<<"]="<<b [j] [j]<<end1 ; 
cout<<"Igemvectrs ۰۶ 

for( i=0 ; i< 3 ; іж 


{ cout<< v[i][j]<<end1;)] 


etche(); 
return(0); 


теке ж dede حل جا جا جج جا جا جج جج‎ oe ۱ ene ne ene у 


angle fun(O 


loat m-0,w,5; 


for( (20 ; j > 3 : j+ 
1 fòrt i=0 ; 1< 3 ; 1+) 
ОКАП < © 
1 1 < 
W= ABI] لے ور‎ 
else م‎ » А[]][1]; 
if (m<w ) 
т = w; 1=ј; kei; 
1111 
s = 2 * A[1][k]; w = A[1][1] - А[К][К]; 
if(w == 0 & s <0 ( 
angle - - 3.14159265/4; 
else { if (Ww = 0 465 > 0 ) 
t ang e = 3.14159265/4; 
} else 
[ angle = (atan(s/w))/2;1] 
return(0); 


/ جج جج جا جج جا جا جج مل А ААА ДАКА ДАА‏ جج ج۷ ج11 :1 ج13 
trans. funz()‏ 


loat Tz[3] [3]- (cos (angle) , -sin(an ا‎ sinan e), و‎ 7 I 
angle),cos(angle),O, 


float Tt[3][3]=í(cos(angle),sin(angle),O0,-sin 
for( j=0 ; j > 3 ; j++) 
р=0, 
for (g-0; عو‎ 3;9++) 
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0,1}: 
0,1}; 


mm مسائل القيم الذاتية‎ mu 


19-0; 
fo. и" i-0 ; i« 3; iis; 
[C :تب‎ [a] lp 

q=q+1; 

[j1 [g]=c ; C=0.0 ; p=p+1 : 
юг j=0 ; 3 > 3 : јн) 


or (9-0 g< 3;9++) 


fort 10; je 37 
{C= C+B[j] ila) Dl: 3 
q=q+1; 


htec i 620.0 ; р=р+1 ; 


for( j=0 ; j > 3 ; j+) 
{t forc 1 i20 ; i< 3; 1н) 


[if ) ط‎ = 
vi) -rztilti]; 
LICL; n 
0 != 1) 
for( j=0 ; j < 3 ; јн) 
p-0; 
or (-0; g< 319) 
fort i29 120 : 
{C= ссе а; 
9=9+1; 
v[ terc ; 620.0 ; p=p+1 ; 
for (j-0;j«-3; je) 
{ for(1=0;1<=3;1++) 


IVI: iH 
return(0) ; 


оттон جج جج جج بل جج دا جا جا تا جج با ا‎ ie ir بت‎ Ө ӨЧҮ Ө ҮҮ Ө Ө} 


trans funy() 
float Ty 3]={соѕ (angle),0, -sin(angle),0,1,0, sin(angle), 
float Ru JB 1 (eos angle: 0, ‘sînan e, б, 1, 0, Атр 
forf ‚1-0 +1<3; j+ 
бг "(9-0 g< 3;9++) 
q-0; 
or( i-0 ; i< 3 ; i++) 
fe cit] Litala] [р]; 
=q+1; 
B[jl[g]-C ; C-0.0 ; р=р+1 ; 
for( j=0 ; j > 3 ; j+) 
p-0; 
or ксы g< 3;9++) 


PA acd i- i ; 1++) 
{С= اتال‎ сту а Ы: 
q=q+1; 


[{1[91=© ; c=0.0 ; peh : 
H ° 


for( j=0 ; < 3 ; j++) 
t for g 120 ; J 11° 3 "n 


ftt 
ای‎ EDO: 
vin [iJ-Ty[31Li1; 3) 
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"mu الفصل السابع‎ иш 


if(h != 1) 
forc j=0 ; j > 3 ; j++) 
bi г 9-0; g< 3;9++) 
fort à i-0 ; 


1> 3 
(c= لإلا* [3[]1] اج‎ iai [р]: i 
q-q«1; 


۷۲3119 ; C-0.0 ; p=p+1 


E (j=0;j<=3; j++) 
for(1z0i TI is 
КОШЫН } 
۳ 
нын А 


trans. funx() 
1e),0,sinCangle),cosCangle)]; 


loat к Ib 1 [0 ; 8 ,O,cos(angle), ‘nang 
tios. Tt[3 í 0,0, К 0,cos (angle), sin(angle), 0,- -sin(angle), cos(angle)]; 
€ j=0 ; [ > J+ 


рая 

for (9-0; g« 3;9++) 
for 4-0 С Са jtn) 
{c= ceTtE31Ei 1*A[a] [p]; 
q=q+1; 

B[j][a]=C ; 0.0 ; p=p+1 ; 

юг 1=0 : > 3 : j+) 

or (g-0; عو‎ 3;g++) 


fort i 3 
{C= сарі, 


q=q+1; 
н< ; 20.0 ; p=p+1 ; 


for( ј=0 ; j < 3 ; j+) 
t for 91 H is 3 : i++) 


{ if Ch 
Ie: 
else 


vx[j1[i]=Tx[j][i]; 2) 
if(h != 1) 
for( j=0 ; j > 3 ; јн) 
for ا‎ 049-0; g< 3;ge) 
Witt i-0 ; 1> 3 ; t9. 
(c= сіс 
q=q+1; 
yfi] [g]=c ; C-0.0 ; p=p+1 
H. j=0;j<=3; 
or O 
11-0:1 aM 
гетигп (О 
٭۱ ار‎ ۱ 9۱ dee جج جح جج جج جج جج لج وہ جا جج جال وہ جال جج بل‎ teta erm / 


الشكل )4.7( - المثال )3.7( بلغة ©. 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ mu 
rhe Array A[j] Li] 


2 21 0 
-1 2 -1 


0 -1 
Ienvalue[0]-3.414213 
Igemvectrs: 


-0.707107 
0.5 


Ienvalue[1]=0.585786 
Igemvectrs: 


0.707107 
0.5 


renvalue[2]-2 
Igemvectrs: 

-0. 707107 
7.640574e-08 
0.707107 


الشكل )5.7( نتائج JMI‏ )3.7( بلغة „С‏ 


procedure Jacobi (N: integer; var Q : TNByN; var JVec : 
real; var M : integer; var V : TNByN); 
var 

X: array[1..-2] cZ real; 

IH : array[1..12] of integer; 

1, j : integer; 

MI, MJ, IP, Ј>, k : integer; 

XMax, EPSI, Тапа, Cosn, Sine, CI:, Temp : real; 


label 140; 


Inizializarzion----------------------------- 
1 to 12 do 


s= 0; IH[(i] += 0; 


Б 
:= 1 to 12 do Vl[i,il := 0; 





if JVe » D tnen 
begin 
fori := 1 to n do 
for j := 1 co n do 
vlij] := ti/j*l(j/i); 





х1): 0; 


249 


иш الفصل السابع‎ mu 


MJ :-i- 1; 
for j :- MJ to n do 
begir 

if X[i] > Abs(Q[ 


X(i) := Abs(Q[i,j]); 
IH[i] ;= j 7 
end; 
end; 
p ———— —Á— — 
140: 
for i :- 1 to MI Go 
begin 
iZ 2 5 1 then if XMax = X[i] then continue; 
XMax :- Xlil; 


EPSI: :» Power (12, -8); 
if XMax < EPSI “hen exit; 


РА 0 کر سے سے‎ [m بے‎ 222521222222252 3 
if QIIE,IP] > Q(JB,JP] then 
Tang := 2.0 * QIIP,JE]/(Abs(Q[IP,Ip] - Q[CP,TP]) + 
SQr- (Power iQ [IP, I7]-C[JP, JP], 2) 44.0*PoweriQ(:P,JP],2;) 
else 
Tang := -2.2 * Q[IP,JP]/ :AbsiQO[IE,1p) - Ql 


352 (رطت‎ + 
Sort iPower (C [IP, IP] -Q[CP, JF] ,2) «4. 2*POwer (C [1P, J2],2) 1 ? ; 
//------------=-=--=-=---------=---- 


Cogn := 1.0/Sqrtí1.0 + Power(Tang,2]?; 
Sine := Tang * Cogn; 


QII :- 9]: [ 7, 


Q[IP,-?] := PoweríCosn,2) * (011 + Tang * (2.0*Q[IP,JF] 
+ Tang * Q[CP,JP]])?; 

Q[JE,JP] := Eower(Ccsn,2) w (Q[JE,JP] - Tang * 
íz2.0*C[IP,JP] - Tang * CII)); 


//-------------------- ---------- 
if QIIP,IP] < Q[JP, cP) ther 
begin 


Temp := Q[IE,IP]; 

C[IP,I?] :- Q[JP,JF]; 

Q[CP,JP! :- Temp; 

if Sine >= 0 then Temp :- -Совп else Temp := Сонг; 


Coen := Abs (sine); 
Sine :- Temp; 
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for 


mm مسائل القيم الذاتية‎ mu 


i :- 1 to MI бо 


beqin 
if (i = IP) or (i = JP) or (IH[i] <> IP} or 
JP) then continue; 


x 


= IH[il; 


Temp := Q[i,x]; 
Q[i,k] :- 0; 

MJ := i + 1: 
X[i] := 0; 


for j := WJ to n do 
begin 


if X[i] > AssíQ[i,j]) then continue; 
Х[1] := Aps(Q[i,j)); 
IH[i] := j; 


end;  //for j 
Q[i,k] := Temp; 


end; //for i 

۲7 - 2 حا حا اح ت 2 ا ال‎ s: 
Х[ІР] :- رت‎ X[JP2] := 0; 

for i := 1 to n do 


begin 
if i = IF then continue; 
i£ 1 <= IP then 
begin 


Temp := Q[i,IP]; 
C[i,IP] :- Cogn * Temp + Sine * Q[i,J?]; 
if X[i] < Abs(Q[i,IP]) then 
begin 
X[i] := Absí(Q[i,IP]); 
IH[i] := IP; 
end; 
Q[i,JP] := -Sine w Temp + Cosn * Q[i,JP]; 
if X[i] >= Abs(O[i,JP]) then continue; 
X[i] := Aba(QI[i,JPl1); 
IH[il := ЈР; 
continue; 


end; 


if 
be 


(i - JP) < 0 then 
gin 
Temp += Q(IP,il; 
Q[IP,i] := Cosn * Temp + Sine * Q/i,JPl; 
if Х[ІР) < AbsiQ[zrP,i]) then 
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(IH[i] <> 


иш الفصل السابع‎ иш 


67م 
X[IP] := AzsIQI[IP,il?;‏ 
IH(IP] := i;‏ 
end;‏ 
Q[i,CP] := - Sire * temp + Coan * 011,ЈРр);‏ 
if X[IP] >= Absuí(Q[i,IP]) then continue;‏ 
end else iF (i - J?) = 2 then continue;‏ 





zz else i“ (i - J?) » 5 then 
£? begin 
7 end; 


Temp :- Q[IP,i]; 
0112,1] :- Cosr * Temp + Sine * Q[JP,il; 
if X[IE] = AbsíiQ[TP,i]i then 
begin 

X[IP] :- 1 

1Б{1Р] : i 
and; 
Q[JP,i] := -sine * Temp + Coss * Q(J?, i]; 
if X[JP] >= Aps(Q[JP,i]) then continue; 
X[J2] :- Stc [IP, i1); 
IH[CP] :- i 


E y 


if JVec Q then gete 140; 


for i : 1 to n do 

besir 
Temp := V[i,TF]; 
V[i,JP] ;= Cogn * Temp + Sine * У[і,ЈР 
V[i,IP] :- sine * Temp + Coen * У[і,ЈР 





goto 140 


end; 


الشكل )6.7( - المثال )3.7( بلغة دلفي. 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ mu 
F Eigen Valugg & Vecto 


210 
123 4 
1 


The Number أن‎ Rotabon = $ 


Eiger Vale [1] = 141421 62171 


Eger Vector 





05 
073710676119 
05 


Eigen ۷۵۸7 


iger Vectciz 
070719676115 
( 
0009 





| Eigen Vue [71 = ООБА 37 60 


Eron Vect 





070710578113 
rt 





الشكل )7.7( - نتائج ШЧЫ‏ )3.7( بلغة دلفي. 
مثال )4.7( 


: 2 2 1 
أكتب برنامجاً حاسوبيا يحسب القيم والمتجهات الذاتية للمصفوفة | л‏ 
باستخدام طريقة جاكوبي. 
الحل: 


نستخدم طريقة جاكوبي كما سبق شرحه ثم نكتب الخوارزمية فالبرنامج. في الأشكال )8.7( = 
)11.7( نعطى هذه الحسابات بلغتي فورتران وبيسك المرئية. 
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"u Microsoft Developer Studia - TextF - [FATextE 190 *] 


B Fle Edt Мен [met Bull Tode Widow Heb ۔‎ 8۷ 


li won zs a e Ss] — 








AHOHCOHIHHHOUHHPHHHHHHB|HHHH 


!PROGRAN OF Eigenvalues 


ويه رييب يي يووا 
DIMENSION 7)9(‏ 
REAL Т, А,В, LAMDAL, LÀNDA2 41, 42,33, M‏ 
print*, "ENTER N"‏ 
READS Y‏ 


PRINTe, '»22222222222222222222222 2222222222222" 


DO Is1,N 





IF(V(1).eq.7(4)) GOTO 10 
Re(209(2)/(V(1)-V(4)) 
T:ATAND(R)/2 
GOTO 20 
10 T45 
IF(Y(2).1T.0.0) THEN 
12-45 
ENDIF 
20 PRINTe, "== == ممه ممع ممه ممع ممه ممع‎ ×× 22× 2× ×2× ×22 ×۹ 
۲187 
A*SIND(T) 
8:0060)1( 
0021:7 (1 )#В##2+2#1(2)нДиВ+ ہ(4)‎ 802 
عل )1( له[‎ 2-28 (2) адв (4) #B ¥2 
PRINT, " عه ممم مم ممه ممم مع ممعم ممع مععة‎ 2222 ×8× ×۹ 
PRINT”, "EIGENVALUES" 
PRINT 30, LANDA1, ТАНА? 
30 E 5, /5X,F0.5) 
М" 





24ھ 
43-4 
MB 5‏ 
0 
D 1 REC 20‏ 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ mu 





*, Microsoft Developer Studio - ТемЕ - [TextE.190] idc 
Ë) Не Edt Vew inset 84 Toos Window Heb BALL 


Gils] اد ودم‎ xjeje| lalag] ee || 
nj 






510001) 
B«O0SD(T) 
LAKDA1 eV ) 1( عوقه‎ 2+ 21) 2) sAwBN ( 4) »عه‎ 
۸0221 (1 JA 882-281223۸ 08+1 (4) B2 

* 83 عه سه ه هع ت3 نع ه عه ميدع سدع هه ع م سی سی بی یی ے سے PRINTF,‏ 
PRINT» "EIGENVALUES"‏ 

PRINT 30.441272 
FORHAT(/SX, F8. 5, /5Y, F8. 5) 

18ھ 


282ھ 
ring‏ 
٤4ھ‏ 
PRINTw d |‏ 
PRINT 40,А1,А2‏ 

FORMAT(/3X, "X1", AX. F8. 6, 4X, F0. 6)‏ 40 
"ممم مم ممه ممع مع یر د 2 د دم د ده " PRINTw‏ 
PRINT 4‏ 

SO FORNAT(/3X, "12" , /4X, F8. 6, /4X, F8. 6)‏ 
:ھت 5ع ×× ×× ممم ممه مم ممه ممع ممع عدم عمد دوع ' PRINT&,‏ 
STOP‏ 
END‏ 


3 












—— nfiguration: TextË - Win 
Linking. 
TextE.exe - 0 error(s), Ü varning(s) — 








вай / Debug ), Еп Нез ) Profie / 41 f 





Ready 





الشكل )8.7( - JU‏ )4.7( بلغة فورتران. 


255 


mm الفصل السابع‎ шш 









Program terminated. 





Е مز‎ Ed Yes Роза Ела Deus Run (ag Digan Той Мт krdm ke; 


B-h-*i3H رت ماوع‎ , NES? cour 





 Command1 1 Ch 





Cx 
puc3ox|"Inpat Degree of Астау") 

Bin 1136, 1 

bin Т:11С0, 120; 

tin 721100, 100; 

кш 21160, 13C) 

bur 21100, 1301 

fér 1٤1٤ 

їсгд*1 à 

MII, 2) = 100:301 | "۵2 of Matrix"| 


* ة۱ذافقطاا‎ 2| - All, DI} + васе, 2) - A, 20; ^ 21 + 4ز‎ t ilz, 110 ^ | 


) 
N^ 


зілх = tanx * 8د‎ 





Iż I» J Then 
1211, 7) = -3inx 
TIL, Л = sizx 
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n Projerii - Vaprosoti Visual Basic ل‎ [Form] (Code]] 


Dlie E Yer اموق‎ Чак Deng Bn Qey Digsr Tode kado Mfr Eep 


Bee lag ج 22923 لاایں رھ‎ ius 


2٢ ° 11)! J} +A, 2| ۴ 118, 9 





зи. 16 тез AII, di 
End If 








N [2 

Matris(A) 
1 2 
2 1 


igen Value(l) p Eigen Value(2] Е 





00 4 65 


010 4 0.70710678118652 


Eigen Fectors Боа 








الشكل )11.7( - نتائج المثال )4.7( بلغة بيسك اطرئية. 
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mm الفصل السابع‎ шш 


7 مسائل 3 e‏ ذاتية عامة 
حتى الآن ركزنا كل دراستنا على حل مسائل القيم الذاتية من النوع: 
Ax-ABx‏ 


حيث В‏ هي مصفوفة الوحدة . في هذا البند نتطرق إلى الحالة الأعم وندرس المسألة عندما 
تكون 8 قطرية و عندما تكون 8 متناسقة. 


الحالة الأولى : P‏ قطرية (B is diagonal)‏ 
في هذه الحالة يمكن أن نكتب 8 على النحو: 


بضرب )20.7( في G^!‏ نجد أن: 
G''AG''Gx=1Gx‏ 
فإذا فرضنا أن О= СТАС‏ و y=Gx‏ لوجدنا أن: 


Оу AY - (21.7) 
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mm 4510] مسائل القيم‎ ни 


والمعادلة )21.7( هي نفس اللعادلة التي تعرضنا لها بالبنود السابقة لإيجاد القيم والمتجهات 
الذاتية. إضافة إلى ذلك نرى أن القيم الذاتية المطلوبة هي تلك التي تجعل من 0 قطرية. 


أما ا متجھات الذاتية فنحصل عليها من y‏ بالضرب في G^‏ أي أن: 


وهكذا نرى في هذه АЈ‏ أن حل ا معادلة )18.7( يكمن في حل المعادلة )21.7( وحساب )22.7( 
مثال (5.7) 

إذا كانت مسألة القيم الذاتية الناتجة عن دراسة الذبذبات الحرة لنظام يتكون من ثلاث كتل 
7 تتلخص Š‏ إيجاد حل المعادلة: 


2k -k 0٥ mo! 0 0 |x 
-k 2k -k| х, |=| 0 2mo 0 ||. (23.7) 
0 -k 2К]\х, 0 0 یسد‎ J| x, 


حيث © هو التردد و X‏ متجه الإزاحة و k = V,‏ حيث 5 هو الشد في الخيط و /4 
طول الخيط. احسب القيم والمتجهات الذاتية لهذه المسألة. 
الحل: 


m 2 


А = 0 =‏ لتصبح المعادلة على النحو: 
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Ах= АВх 
حيث:‎ 

2 -1 0 

A=|-1 2 -1 

0 -1 2 
9 


100 
A= 0 2 0 
0 0 3 


وبهذا تصبح المعادلة من النوع )14.7( [الحالة الأولى]. نكتب برنامجاً یحسب G‏ ومن ثم О‏ 
(وهنا نستخدم برنامجاً لضرب المصفوفات ( ثم نلجأ إلى JACOBI‏ والذي من خلاله نحسب القيم 
الذاتية ل © وبالتالي القيم الذاتية ل А‏ كما نحسب .x = G^‏ إذا قمنا بذلك das‏ على 
النتائج التالية: 
0.87134 
А, = 2.38742 , х = | – 0.33758‏ 
0.06539 ( ~ 
0.40824 
x,=| 0.40824‏ , 
0.40824 — 
0.27218 
0.46837 
0.40297 


А 21.0 


А, = 0.27924 


و هو 
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mm مسائل القيم الذاتية‎ пш 


(انظر التمرين 11 بآخر هذا الفصل) 


(B is symmetric) متناسقة‎ B الحالة الثانية:‎ 


)24.7( سس » B-VDV'‏ 
حيث D‏ قطرية و V‏ هو مصفوفة المتجهات الذاتية التي تجعل من B‏ قطرية. 
نقوم بالتعويض بالمعادلة )24.7( في المعادلة )18.7( لنحصل idle‏ 
Ax-AV DV! x‏ 
بضرب )25.7( à‏ 17 نرى أن: 
V'AVV' х= A DV! x‏ 
ولو أخذنا 1774177 - H‏ و y =۷ x‏ فإننا Je daw‏ 
Ну=4 ру‏ 
والمعادلة )26.7( هي إحدى مثيلات А554‏ )18.7( للحالة الأولى. 
وهكذا نعيد نفس الخطوات لتلك «АЈ‏ وهي الحالة التي تكون فيها Q bš В‏ حيث 
D = GG gà‏ ثم 021187027 - 0 و z =G y‏ وبذلك نجد أن: 


х=УС 2 
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ملاحظة: في الحالتين الأولى والثانية افترضنا أن 8 مصفوفة حقيقية و متناسقة وموجبة تحديدا‎ 


.(positive definite)‏ هذا بالطبع ممكننا من افتراض صحة العادلة )19.7( ومثيلتها في الحالة 
الثانية. 
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تمارين(7) 
هل LSe‏ استخدام طريقة جاكوبي دائماً لحل مسائل القيم الذاتية $ اشرح. 
ماذا تعني العبارة "أن 8 يجب أن تكون موجبة تحديدا" ؟ اضرب بعض الأمثلة على ذلك. 
ماذا نهتم بدراسة مسائل القيم الذاتية التي تكون فيها المصفوفة А‏ متناسقة ؟ 
أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لنظام ФУ‏ 


Eds E = ФА, 





X023, د‎ 23 ЯА 











x, +2х, + 3x; = Ах, 


أوضح أنه يمكن استخدام دورانين فقط لجعل المصفوفة 4 أسفله قطرية.اكتب القيم الذاتية 
في صورة كسرية. 


1 2 1 
1 1 4-2 
|1 1 ]1 
أوجد عزوم القصور الذاتية الأساسية لجسم جاسئ مصفوفته المعطاة أسفله؛ هل يمكنك أيضاً 


تعيين المحاور الأساسية؟ 


10 0.134 — 0.866 
1= mr”) 0.134 6.5 —1.0 
—0.866 -1.0 7.5 


في مسألة إجهاد ثلاثية الأبعاد نحصل على المصفوفة: 
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0 х Ó б 
D о, д, 
ة‎ Ó, G 


أوجد القيمة الأساسية للإجھاد ]15 علمت أن: 
ó, =180,5, = 65,5, 275,0, - 150,6, = 200,6, - 0‏ 


уе .8‏ تردد النظام ا ملوضح بالشكل أسفله Је‏ بأن معادلة الحركة هي : 





y, „ [27 14 4 Fm 0 ١١س‎ 
y; E 14 8 25| 0 m, 0 lly, 
y 4 25 [1 0 0 mj] 


حيث 2 = сэ m, = 3,m, =m,‏ ثابت. 


m 


anan 


P 





9 
1 2 I "E 
4d \ حيث:‎ Ах= Ах أكتب مصفوفة التحويل للمسالة‎ -| 


ب- ما هي القيم الذاتية للمسألة بالفقرة б)‏ 
ج- أكتب المتجهات الذاتية للمسألة بالفقرة (أ). 
أوجد القيم الذاتية A Ca Cx-AAx ¿UU‏ كما جاء بالفقرة (Ü‏ و 


65 


=. 
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10. هل بمكنك اقتراح طريقة لإيجاد القيم الذاتية لأي مصفوفة А = (а,)‏ في الحالة العامة التي 
تكون فيها 4 غير متناسقة وذلك من خلال دراستك لهذا الفصل ؟ وضح ! 
1. قم بالتأكد من صحة نتائج المثال )5.7( وذلك بإجراءات الحسابات بإحدى لغات البرمجة. 
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الحلول العددية 
للمعادلات التفاضلية العادية 


يحتوي هذا الفصل على: 


1.525 مقدمة 
282% طريقة أويلر 


8 امتداد طريقة أويلر 
ZS‏ 48 طريقة أويلر الأكثر امتداداً 
8 طريقة أويلر المعدلة 

8 طريقة ملن 

7.8 طريقة رنج - كوتا 
کر وہ معادلات تفاضلية من رتب عليا 
کر وو طريقة الرمي 


10.825 طریقة الفروق المحدودة 


8 مقدمة 
مما لا شك فيه أن القارئ سبق له وأن تعرض لدراسة المعادلات التفاضلية العادية وحلولها 
التحليلية. فعلى سبيل المثال نرى أن المعادلة: 
а? а‏ 
— 
dx dx‏ 
معادلة تفاضلية dole‏ متجانسة وخطية؛ بينما المعادلة: 





-15y =0 


d? d 
Mo 
dx dx 
هي معادلة تفاضلية عادية غير متجانسة وغير خطية.‎ 


—7х=0 





في دراستنا للحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية سوف نتعرض في البداية للمعادلات 
من النوع : 


1.8 ےر TS e, ۹ M C B[ B a‏ تکتچے 
p /(х, y) (1.8)‏ 


أي Volet‏ من الرتبة الأولى وحيث foy)‏ هي دالة في X‏ و . 
عموما وإذا استطعنا حل المعادلة (1.8) فإننا نقول بأننا حصلنا على حل تحليلي. فعلى سبيل 
ШЫ‏ أحد الحلول التحليلية للمعادلة: ”×3 = ~ هو y = X^‏ . وإذا أردنا إيجاد قيمة معينة 
X‏ 


ل y‏ مماثلة لقيمة ما (x)‏ فإننا نستعمل الحاسبات الآلية لإيجاد الحل (وذلك عندما يكون الحل 
معقد التركيب). 


كما نعلم ونحن بصدد إيجاد حل امعادلة التفاضلية رما نواجه عدداً لا نھائیاً من الحلولء 
ولكي نحصل على حل واحد فقط يجب أن نعين بعض الشروط مثل الشروط 
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الابتدائية أو الشروط الحدية. مثلاً أن نذكر بأن المنحنى پر بالنقطة (x, y,)‏ حيث 
(x,y)‏ هي نقطة ما. 

ففي JULI‏ السابق يكون الحل العام هو 6+ ”×= y‏ وإذا اشترطنا أن у()=2‏ فان 
c =1‏ ويكون الحل (الوحيد) هو: 1+ × .y=‏ 

وباستعمال نظريات المعادلات التفاضلية نجد أنه بمجرد تعيين الشروط الكافية نحصل على 
حل واحد لا غير للمعادلة. 

لإيجاد الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية نورد بعضاً من الطرق المستخدمة لهذا 
الغرض» فيما يلي: 
8 طريقة أويلر (Euler's Method (EM))‏ 

. dy "T 

‚х= عند ,ند‎ у= y, Ol ac fe») لنفترض أن‎ 

إذا كان من الممكن الحصول على الحل تحليلياً كان dup‏ وإذا تعذر ذلك فإننا نستعمل الطرق 
العددیة وأبسط هذه الطرق هي طريقة أويلر. 

ولتوضيح استخدام الطريقة العددية يمكننا تصوير الآتي: ((افترض أننا نبحث عن كنز das‏ 
إذا حصلنا على الحل التحليلي فذلك يكون die‏ حصولنا على خريطة جاهزة للكنز. بينما يكون 
الحل العددي بمثابة حصولنا على نقطة البداية وفئة من التوجيهات عن طريقها نتبع الطريق الذي 
يؤدي إلى الهدف المنشود)). 

كما ذكرنا سابقاً لنفترض أن نقطة البداية هي ) x, y,‏ أي أن: 
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m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ m m 


w 


dx| =P 6 y) 


x») 

ولنفترض أيضاً أن الحل F(x)‏ = ر مستمر وقابل للتفاضل. عندئذ ولو كان الحل مطلوباً 

عند x = x‏ أنه علينا تعيين y = F(T)‏ فإننا نجزئ الفترة [x, x]‏ إلى n‏ من الفترات الفرعية 
بعرض قدره @ و حيث: 











x0 x1 
الشكل )1.8( توضيح للحل العددي للمعادلات التفاضلية‎ 
أن:‎ «dol ويتضح من الشكل )1.8( »وكتقريب‎ 
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dy 


S5 rfuy)sÓÉ:—- — — (3.8) 
ах ( 


х,у) X X, 


Of Yg) = (4.8)‏ = 
oS)‏ أيضاً الحصول على هذه النتيجة باستخدام مفكوك تایلور كما سنوضحه فيما بعد). 


بنفس الطريقة نحصل على: 
t f(x. y,)o‏ 2-04( 


Yn = Уһ t Р(х,у) 

لاحظ الاتی: 

Л‏ لكي يكون الخطأ أقل ما يمكن علينا أن نختار @ صغيرة. 

2. ازدياد عدد الفترات الفرعية يقود إلى حسابات كثيرة وربما أدى ذلك إلى الوقوع في الخطاً. 

3. كل у,‏ تعتمد على التي قبلها وعليه يجب أن نولي الأمر عناية فائقة وإلا وقعنا في الكثير من 
الأخطاء بل و لأنتشرت في كل حساباتنا. 

4 إذا حدث خطأ фу‏ يسبب في أخطاء أخرى فإننا نسمي العملية بالمتزنة» بينما تكون العملية 
غير متزنة إذا حدث غير ذلك. 
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8 امتداد طريقة أو يلر (Extended Euler Method (EEM))‏ 
من طريقة أويلر البسيطة وجدنا أن: 

Унт ya st Jx yx -x) өөө (5.8)‏ 
F(x..)= Е(х,)+ Е'(х,) Ах,‏ 
غير أنه لو شملنا ثلاثة حدود من متسلسلة تايلور فإنه يكون لدينا 

2 

فا مس بعد Fs) Paz)‏ .)۶ 
وبالمقارنة نحصل على: 


2 


d 
Yin = y; + f), + Gs) А (7.8) 
х 2 


والمعادلة )7.8( هي ما نسميها بامتداد dis‏ أويلر وتضفي هذه دقة JS]‏ 
نلاحظ أن: 


dx 





d f( y) - 7 4 dy ک2 ۔‎ Of 


Ox ду dx Ox O | TT 
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(More Extended Euler Method (MEEM)) طريقة أو يلر الأكثر امتداد‎ 8 


لو استمرينا في إضافة حدود أخرى من مفكوك متسلسلة تايلور وشملنا الحدود الأربعة الأولى 














أي Gl‏ اعتبرنا: 
3 2 
فا P) + ens)‏ بعد F(s,, Je Fix) Fez)‏ 
فإنه بالمقارنة نحصل علي التكرار: 
d o 2 о?‏ 
у, у. = . y.))— + — WE cue 9.8‏ = 
өз)‏ گر ماگ (rv)‏ ده ل ما + دح уы‏ 
وحيث نرى ol‏ 
x d of |‏ 
dx TH‏ 
a lof of of‏ 
Ey 4 7202.2) m (10.8)‏ 
CANT E‏ کت GER P‏ . 
ES аас Ox Oy | NE ду?‏ 


وتعتبر المعادلة )9.8( هي طريقة أويلر الأكثر امتدادا. 
فيما يلي نورد عدة أمثلةء نطبق فيها الطرق الثلاث ومن ثم نقارن بينها. 
مثال (1.8) 
dy З mw‏ 
لنأخذ في الاعتبار المعادلة: —=y ; у(0)=1‏ 


dx 
× - 1 عند‎ y و لیکن المطلوب هو إيجاد قيمة‎ 
وما نحن بصدد حسابه أو‎ y = e" هو‎ JULI من الواضح أن الحل التحليلي لهذا‎ 


274 


m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 


معرفته هو العدد 2.718281 = е‏ ولو رمزنا للطرق الثلاث ب EM‏ و EEM‏ و 
us MEEM‏ التوالي فإن التكرارات للطرق الثلاث هي: 
EM : yi = (1+0)‏ 


EEM : уц = مكعم )نر‎ | 


1 1 
MEEM : эы یہ ]رد‎ +a) 


(وحيث o=‏ و N‏ هو عدد الفترات ) 

وبكتابة البرنامج الموضح بالشكل )2.8( نحصل على النتائج ال موضحة بالجدول (1.8). ومنه 
نلاحظ أن طريقة أويلر الأكثر امتدادا أعطت نتائج قريبة من القيمة المتوقعة حتى لفترتين فرعيتين 
وهو ما نتوقعه من هذه الطريقة من توفير للجهد والوقت ومن حصول على دقة أكبر. 








File Edi View Inset Build Tools Window Help 18| xj 

21[ قاس لہ اچ — | اھ aalma He]‏ 

ГЕТЕА Fann-wina2 Deus = ЕЦ Ф|] к]! [sr] ORE & AE 
WRI 





— TE(2,10) 
9 لا‎ YAwin files 112 READ(*,5,END-100)N 
XN-N 


DO 50 I-1.N 

YE-YE*(1.4W) 

YEE=YEE= (1 .+W+U**2⁄/2) 
YNEE=YNEE* (1. +W+W##2/2 +Ww*3⁄6) 
ER1-2.718281-YE 
ER2-2.718281-YEE 
ЕК3=2.718281-ҮНЕЕ 


10 FORMAT('DIVS ҮЕ ER1 YEE ЕК2 ҮНЕЕ ER3') 

5  FORMAT(I3) 
WRITE(2,110)N, YE, ER1, YEE, ER2, YNEE, ER3 

110 FORMAT(IS,6F8.5) 














[EEM-EEM-MEEM.obj - 0 error(s), Ü warning(s) 0 
Build Debug X Findin ies X Profi 11 5 
Ready [ Ln21.Col10 [REC [COL [OVA [READ Z 
== 


الشكل )2.8( Je‏ المعادلة التفاضلية у(0)=1‏ .2 باستخدام الطرق الثلاث 


.YE(EM ), YEE(EEM ), YNEE(MEEM ) 
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‚у = е" Ја (EM ), (EEM ),(MEEM ) الجدول )1.8( نتائج الطرق الثلاثة‎ 


































Microsoft Developer Studio - YAwin - [2 =] | [n] xj 
Fle Edi View Inset Build Тоос Window Help 1а] хі 
віва ASe عاك 22ت‎ alal E | 
| | “| [Anin -Win32 Debug z] 10 اھ‎ 4| aya 0 eol e| E 
— DIYS YE ER1 YEE ER2 YNEE ER3 
2-03 YAwin files 2 2.25000 .46828 2.64063 .07766 2.70877  .00951 
4 2.44141 .27687 2.69486 .02343 2.71683 .00145 
8 2.56578 .15250 2.71184 .00644 2.71808  .00020 
16 2.63793 .08035 2.71659 .00169 2.71826  .00003 
64 2.69735 .02094 2.71817  .00011 2.71828  .00001 
256 2.71299 .00529 2.71828 .00000 2.71828 .00002  . 
xi 
Yàwin.exe — Ü error(s), Ü warnina(s) z: 
- 
TJEN вина Debug X Find n Files X, Profile 7 ЇЇ Р 














Ready | Ln7.Col 55 [REC [COL [OVA [READ ا‎ 


5 تمثل soe‏ الفترات و YE, YEE,YNEE‏ الحلول و ER2, ЕКІ‏ و ЕКЗ‏ الأخطاء. 


مثال )2.8( 


في هذه الحالة نأخذ المعادلة: 1 - (2)1 , كلت ونوجد Jdal‏ عند 2 = 5. نرى 
š‏ 7 


وبکل وضوح أن dal‏ هنا هو وهكذا تكون القيمة المطلوبة هي 0.5. 
وباستخدام الطرق العددية الثلاث نرى أن: 

EM : رلا > بورد‎ -Oy 

БЕМ ї ya» -0y t0 y 

MEEM : yy =y -0y *o y -o y, 





1 - 
لحن و N‏ هو эде‏ الفترات الفرعية) 
LLS‏ البرنامج الموضح بالشكل )3.8( Las‏ على النتائج ا موضحة بالجدول )2.8( 


276 


m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 


Microsoft Developer Studio - YAwin - [EM-EEM-MEEM.f90] -joj xl 
E Ele Edi View Insert Build Tools Window Help Ael xl 





ejm ые онг ај AA [| 











SELE ممم 2د سم‎ A Ole] т]! Е [з] es] aaz 


— WRITE(2,10) 
C YAwin files READ(*,5,END-100)N 
XN-N 





7-1.1 

DO 50 I-1,N 

YE=YE-W*YE*YE 

YEE-YEE-UXYEE*YEE--W*UxYEEx*3 
YNEE-YNEE-W*YNEEs*2- -Wxl x YNEExx3—Uxx 3x YNEExx4 
ER1-.5-YE 

ER2-.5-YEE 

ER3-.5-YNEE 

FORMAT('DIVGS ҮЕ ER1 YEE ER2 YNEE ER3') 
FORMAT(I3) 
WRITE(2,110)N, YE, ER1, YEE, ER2, YNEE, ER3 
FORMAT(I5,6F8.5) 

GOTO 112 

STOP 

END 

















С: NYAwin*EM-EEM-MEEM. f 90 
EM-EEM-MEEM.obj - 0 error(s), 0 warning(s) 





Build (Debug X Findin Files Y, Profile / «1 n 

d 

الشكل )3.8( برنامج لحل المعادلة التفاضلية العادية xo o0-1‏ عند 
X‏ 


‚(ЕМ ), (EEM ),(MEEM ) باستخدام الطرق الثلاث‎ 


1 
الجدول )2.8( نتائج المثال )2.8( — = 
X‏ 


Microsoft Developer Studio - YAwin - [3 *] [- [nx] 
Elle Edi View Insert Build Tools Window Help = [81 x| 








візы! 21е كافك‎ ај јај] 
z [| expo [ra] e| LL 


ER2 YNEE 
—.07422  .47165 
—.01179  .49765 
— 00238 49977 
—.00054  .49997 
-.00003 ۵س‎ 






















Debug—— —————————————‏ 83632 — ۲۵۸910 مس سج دوج سس در رش 
Linking.‏ 
ҮАтіп.ехе - Ü error(s), Ü warning(s)‏ 


эша (Debug X FidinFies роне у — — — — «l1 (P 
Ready ما‎ 1.0150 [REC [COL [OVA [READ 4 


әле 75‏ الفترات الفرعية. 








YNEE,YEE,YE‏ هي القيم بدلالة الطرق الثلاث. ER2, ER]‏ ,£۸3 الأخطاء. 
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(3.8) مثال‎ 
dy 42 16, i .ئ0‎ EE 
pua , 2)1(- 1 ف الحسبان المعادلة:‎ isb فى هذا المثال‎ 
7 х : 
X =2 عند‎ Jal والمطلوب إيجاد‎ 
وهو يحقق الشرط الابتدائی وأنه باستعمال الطرق الثلاث‎ «X^ نرى أن الحل التحليلي هو‎ 
EM : ум=у, *t3ox, 
EEM : yj2y,*3ox,; +302 x; 
MEEM : رھ ور‎ +300 +30 x; + o» 


e=)‏ و N‏ هو эле‏ الفترات الفرعية) 


مرة أخرى نقوم بكتابة البرنامج الموضح بالشكل )4.8( لإجراء الحسابات المطلوبة ونبرز 
النتائج بالجدول (3.8). 
لاحظ من الجداول (3.8-1.8) أن: 

75 هو әле‏ الفترات الفرعية المستعملة. 

‚ЕМ هي القيمة المحسوبة بطريقة أويلر‎ YE 

7 هي القيمة للحسوبة بطريقة أويلر .EEM‏ 

17 هي القيمة ا محسوبة بطريقة أويلر .MEEM‏ 

‚ЕМ هو الخطأ في القيمة المحسوبة بطريقة‎ ERI 

2 هو الخطأ Š‏ القيمة المحسوبة بطريقة .EEM‏ 

3 هو الخطأ في القيمة المحسوبة بطريقة .MEEM‏ 
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Microsoft Developer Studio 


E) Ele Edi View Inset Build Tools Window Help 


- YAwin - [ЕМ-ЕЕМ-МЕЕМ. 90] 


[- [D| xÍ 
لھا‎ xl 





spes «(ms ٭ک‎ ت۶٢‎ ај aE 





کاپ = Debug‏ ۸۶۷۰۷۰۷۷۰۵۶ | | یق 











ملل Dedal er‏ لماش اتا 











9 J YAwin files 


50 


END 


WRITE(2.10) 
БЕАР(ж.6. ТЕйр- 100)N 


۳.0۳73 - ج7 
YEE=YEE+3 . *VwX*X+3.*U*U*X‏ 
YNEESYNEE +3. UWK‏ 


EM EH 000000-YE 

ER2-8.000000-YEE 

ER3-B8. 00075 
Lie 


E 
NS YE ER1 YEE ER? ҮМЕЕ ER3') 


13) 
یں‎ Ө iow. YE, ER1, YEE, ER2, YNEE, ER3 
FORMAT(IS,6F8.5) 
GOTO 112 
STOP 


=й 








الشكل )48( حل المعادلة التفاضلية 1= 


.(EM ),(ЕЕМ ).(MEEM) 
(4.8) الجدول )3.8( نتائج البرنامج بالشكل‎ 


Microsoft Developer Studio - YAwin - [4 *] | - [B x| 


File Edit View Insert: Build Tools Window Help 


لعالقاك 





espe] ые] ودوك‎ l &[8| јај] 





||[ ]> ممم 2مس Гн‏ لقاع 





YÀwin files TE 


.98243 








.87500 2.12500 
.90625 1.09375 
.44531 
.?2070 
.92981 


| | [roo] e| E 


YEE ER2 
. 75000  .25000 
. 93750  .06250 
. 98438  .01563 
. 99609  .00391 
. 99976  .00024 
. 99998  .00002 


ER1 


. 55469 
. 0 
.07019 
.01757 





75 هو عدد الفترات الفرعية. 
YNEE , YEE ,YE‏ القيم للطرق الثلاث. 
ER3, ER2, ERI‏ الأخطاء. 
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لاحظ أيضاً أن эде‏ الفترات التي تم الحساب بها هي: 
М - 06‏ 

كما يتضح من هذه الأمثلة أنه مثل هذه الحالات يكفي أن نأخذ عدد الفترات على أنه 256 
كعد اشق غير أنه aas Ael oS‏ الفترات cuu‏ الذقة لی lacus‏ كما dsl boss‏ لقن Spr‏ 
طريقة أويلر الأكثر امتداداً بأنه من خلالها هكن اعتبار эде‏ من الفترات أقل من ذلك المستخدم في 
طريقتي أويلر وامتدادها. 

فعلى سبيل ا مثال نلاحظ بالأمثلة السابقة أنه للحالتین الأولتين أعطت 8 - N‏ نتائج طيبة 
بطريقة أويلر ХУІ‏ امتدادا (às‏ الحالة الأخيرة ول 2 — Ад) N‏ ( أعطت الطريقة القيمة 
ا متوقعة Ла‏ 

وهكذا نلاحظ الدور الهام الذي ¿=Ü‏ متسلسلة تايلور بخصوص حل اللعادلات التفاضلية 
العادية Фәде‏ ومن خلال إضافة эде‏ أكبر من الحدود مكنا الحصول على الدقة المطلوبة. 
ài b 8‏ أويلر المعدلة (Modified Euler Method (MEM))‏ 

يطلق على الطرق السابقة كلها بالطرق ذات الخطوة المفردة (Single-Step)‏ وذلك لأنها 
تستعمل نقطة واحدة Š‏ كل خطوة من الحسابات. افترضنا أيضاً في الطرق المذكورة أن المشتقة 
ثابتة في كل فترة فرعية؛ غير أن هذا ليس صحيحاً بالضبط وعليه نلجأ لطريقة أخرى حيث نتعامل 
فيها بمتوسط 222211 في الفترة الفرعية بدلاً من المشتقة عند إحدى النقاط adeg‏ 39 هذه الطريقة 
д) узд‏ نقوم بالاتی: 
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1. نبدأ بالنقطة (х,у)‏ ثم نستعمل طريقة أويلر (EM)‏ لحساب Уш‏ التي хол BE‏ 
وهذه القيمة تسمى (Predictor) LD‏ 
2. هذه الخطوة هي خطوة (Corrector) amall‏ 
3. نستخدم Жы)‏ ہکا لحساب fO Ya)‏ ثم نحسب المتوسط للقيمتين fx)‏ 
دلو SF asy‏ 
نرجع الآن ل .رر ونحسبها ولكن باستعمال المتوسط المحسوب للمشتقة وتكون القيمة 
مثل هذه الطرق تسمى بطرق المنبئ وا لمصحح. وهذه الطريقة بالذات تسمی بطريقة أويلر 
ا معدلة. فعلى سبيل JULI‏ لو كانت: 
d‏ 
D'2yef(sy) у(0)=1‏ 
dx‏ 
وأن عدد الفترات الفرعية عبارة عن فترة فرعية واحدة؛ أي أن: 
o= uium 1‏ 
1 
فإن: 
+y, =2‏ ولا ح © ( foy,‏ + ولا = X‏ 
نحصل OYI‏ على متوسط المشتقة و ذلك كما يلي: 
dy,‏ 


2 ауа) = 20,2(- 2 
X( 


ху) 
و بذلك فإن:‎ 
dy 2+1 
dx 2 


1.5 
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و منها نرى أن: y = y +l.5w=2.5‏ 

وهي قيمة أقرب للقيمة الصحيحة من القيمة اللحسوبة بطريقة أويلر. 
املع کی Ала b‏ ف АЛЫИ colgladl‏ 
a‏ احسب Jua = y + f(x,,y,)@‏ 


x aee б) e احسب سو‎ 2 


Ww — 

Jia =» Gov) fosa 34) өөө (11.8) 
وأعد الكرة.‎ 

وباعتبار JEL‏ السابق Ше‏ كتابة البرنامج الموضح بالشكل )5.8( والحصول على النتائج 
ا موضحة بالجدول )48( ومنها نستطيع تبين مدى الدقة التي أضفتها الطريقة مقارنة بطريقة 
أويلر حيث نرى أنها أعطت دقة كافية وباستخدام ثماني فترات فرعية (لاحظ أن الدقة المماثلة کن 
الوصول إليها بطريقة أويلر باستخدام 256 فترة فرعية). ولكن مقارنة بامتداد طريقة أويلر نرى أن 
äl‏ في هذا JULI‏ ‹ تكاد تكون متقاربة بينما نرى أن طريقة أويلر الأكثر امتداد أدق من الجميع 
وأسرع تقارباً. 
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| Microsoft Developer Studio - YAwin - [EM-EEM-MEEM.f90] 


MOD EULER ET 
DY^DX-Y ; Y(0)-1 
VRITE(2,10) 
FORMAT(' DIVS 
DO 25 K-1,9 
N-2**(K-1) 
Ү=]. 
W-1.^N 
DO 500 I-1.N 
YNEU-Y-Y«W 
AVG-(Y-YNEW)/2 
Y=Y+ÀVG*W 
ER-Y-2.718281 
VRITE(2,110)N, Y, ER 
FORMAT(I6,6F8.5) 
STOP 














الشكل )5.8( برنامج يقوم بحل المعادلة у,у(0)=1‏ = — عند 5-1 وذلك باستخدام 
طريقة أويلر المعدلة .MEM‏ 
الجدول (4.8) نتائج البرنامج بالشكل (5.8) 


8 
= ا۵ا 


YAwin files 


EM-EEM-MEEM.f3ü 


YàÀwin. exe — Ü error(s), Ü warningí(s) 
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75 عدد الفترات الفرعية. 

E‏ القيمة ا محسوبة. 

ER‏ الخطأ في القيمة المحسوبة. 
8 طريقة ملن (Milne's Method (MM))‏ 

لو رجعنا للوراء МАВ‏ لنذكر بأننا استخدمنا طريقة gall‏ والمصحح عندما قمنا بتعديل 
طريقة أويلر واستخدمنا التكرار: 


Y. = y, + f (x,, y, )@ 56566 (12.8) 





Ун = у) + 60] "т (13.8) 
كمصحح.‎ 
الآن نعود للعلاقة‎ 
dy dF(x) 
— = =з o — 2ے ىہ‎  — ^ ^ae 14.8 
нЕ (148) 


ونكاملها من , X;‏ إلى Xi‏ وذلك باستخدام طريقة سمبسن لنحصل ie‏ 
Га raya‏ 


أو أن: 
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F(x, )= F(x,,)- LEC DIE )] ر ار‎ (15.8) 


ولو افترضنا أن Уша = Es) ya = "drm‏ 
فان ا مصحح يصبح على النحو: 


Уна 5 yia + Gea) e4fGi у,)+ fa.) 57703 (16.8) 


حيث وضعنا Y; БЫ‏ إلى اليمين وعلينا olw]‏ ولإيجاد У.‏ ممكننا استخدام طريقة 

أويلر ولكن (ملن ) يسعفنا بالمنبئ؛ حيث eb‏ باشتقاق ا نبی التالي: 
x‏ م4 5 

Уа m = + BAC yi) Ayia) 27 Eaa] ses (17.8) 

ومعادلتا ا منبئ )17.8( والمصحح )16.8( يكونان طريقة (ملن). وکما هو واضح تتطلب 
الطريقة معرفة gl‏ قيم ل y‏ مسبقاً و هي: 
Yi-3» Yi-2s Уга Yi‏ 

وعليه فطريقة (ملن) لا تبدأ تلقائیاً بنفسها ولا بد أن يتم استخدام طريقة قبلها للحصول 
على هذه القيم الأربع. 

وهكذا نرى أن هذه الطريقة طريقة متعددة الخطوات مقارنة بطريقة أويلر ذات الخطوة 
المفردة .لهذه الأسباب نجد أن هذه الطريقة ليست شعبية بالرغم من أنهاء وعند إمكانية العمل 
بهاء تعطي نتائج جيدة. 

وعند هذه النقطة نود الإشارة إلى أنه توجد ثلاثة مصادر للخطأ وهذه هي: 
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1. الخطأ الناتج عن الطريقة نفسها ويسمى هذا بخطأ البتر وهذا النوع من الخطأ قابل للتحليل. 
2. خطأ التقريب ويصدر هذا عن العمليات الحسابية الكثيرة التي نقوم بها؛ هذا النوع قابل 
3. خطأ الانتشار ويرجع ذلك إلى أن كل f(x, y;)‏ محسوبة تعتمد على التي قبلها و مثل هذه 
الأخطاء الأولية لا تتراكم حتى الجواب النھائی فحسب بل وقد تسبب أيضاً في أخطاء أخرى 
جديدة. وهذا النوع من الخطأ معقد التحليل وصعب التتبع ولمعالجته قدر الإمكان» تستعمل 
الدقة المضاعفة في الحسابات وكذلك يتم استخدام حاسبات أكبر. 
في معظم الحالات lab‏ عادة إلى تخمين خطأ البتر ونحاول أن نصححه. فعلى سبيل JULI‏ يكون 
الخطأ في القيمة у,‏ ء بالنسبة لطريقة ملن »هو: 
1 
E z—f? Xu ue  — 5 5 5 51 C es (18.8)‏ 
y,)‏ 1 ( .907 1 


والتصحيح في هذه الحالة يسمى بتصحيح هامينج -Hamming's‏ 
8 طريقة رنج- كوتا (Runge-Kutta Method (RKM))‏ 

حيث إن طريقة أويلر (EM)‏ ذات خطوة مفردة ols‏ طريقة (MM) (ola)‏ متعددة 
الخطوة. فلقد تم توحيد الاثنتين Š‏ واحدة وهي طريقة رنج - كوتا (RKM)‏ وتتميز هذه الطريقة 
بأنها أجود وأدق وبأنها تأخذ نفس مقدار الحسابات التى تأخذها طريقة 
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أويلر تقريباً كما أنها أكثر اتزانا من طريقة (ملن) و ذاتية البدء ولا تحتاج لطريقة أخرى 
لبدئها. بيد أنه يؤخذ على الطريقة أن تحليل الخطأ فيها أقل وضوحاً. 
وطريقة رنج - كوتا متعددة الرتب فهي برتبة 2 3 4 و5 معتمدة بذلك على عدد الحدود 
التي يتم اعتبارها من مفكوك تايلور؛ والطريقة الأكثر شعبية هي تلك ذات الرتبة الرابعة؛ وحيث 
إن برهانها صعب وطويل فإننا سوف نقتصر هنا على سرد النتائج فقط. 
لو قمنا بتجزئة [x, x]‏ إلى n‏ من الفترات الفرعية فعند كل فترة فرعيةء ولو استخدمنا طريقة 
رنج - كوتاء فإننا نقوم بإجراء العمليات التكرارية التالية: 

















1 
Ya = Y; 3 ل‎ OIE ma (19.8) 
TON 
k, 2 f(x, y,)o iex a(20.8) 
k,-f|x Lo Lk lø b(20.8) 
2 i 2 > У, 2 pi o =“ 
к= f| x bo l, @ (20.8) 
= 1 „УТ وط‎ p| өөн c š 
3 i 2 y 2 2 
k.=f(x+oy+k)o |^ سس‎ d(20.8) 


لاحظ أن الطريقة تستعمل عدة blä‏ وهي تلك ذات الإحدائي السيني: 


1 
080 +0 
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إلا أنها تكون بنفسها الخطوات الوسط. هذه الطريقة شعبية ودقيقة ومتزنة وسهلة البرمجة‎ 
نسبياً.‎ JYI على الحاسب‎ 
)4.8( مثال‎ 
لنأخذ المعادلة:‎ 


A--y ; y()=1 


والحل مطلوب عند ‚х=2‏ 

هذا ا مثال يحتوي على نفس معادلة УЫ‏ (2.8). نكتب البرنامج ا ملوضح بالشكل (6.8). لو 
قمنا بذلك و نفذناه لحصلنا على النتائج الموضحة بالجدول (5.8) والتي من خلالها نرى الدقة 
المتناهية التي نحصل Де‏ باستخدام هذه الطريقة (ККМ)‏ أي أننا حصلنا على نتائج أفضل مما 
هي بالطرق السابقة. 
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Microsoft Developer Studio - YAwin - [EM-EEM-MEEM.f90] | [Gl хі 
= | | x| 


alema (ые ©з сз [р رع‎ 
[awin меа Оев] [еј 8 


REAL K1,K2,K3,K4 

VRITE(2,10) 

FORMAT(' DIVS 17277 ER ') 
DO 100 K-1,9 

N- es» CE-L) 


К1=-Шж(үжү) 
K2--Wx(Y-K1^/2.)*x2 
K3--Wx(Y-K27/2.)*x2 
K4-—Wx ( Y--K3) x2 

50 | Y-Y-(E142.*(K2*-K3)HK4)/6. 
ER-Y-0.5 

100 VRITE(2,110)N,Y,ER 

110 FORMAT(I6,2F15.6) 
STOP 





.y = - للدالة‎ (RKM) 4 Je (6.8) الشكل‎ 


الجدول )5.8( نتائج البرنامج بالشكل )6.8( 


Microsoft Developer Studio - ҮАміп - [s 1l 


.485636 

.500029 

.500010 

.500001 

.500000 

.500000 

.500000 

.500000 А 
500000 000000 
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مثال )5.8( 


أوجد حل مسألة القيم الابتدائية x - 0,2 =1 2 у‏ وذلك عند 1= × 
X‏ 
بطريقة رنج- 595 خذ 0.1 = 6 وقارن بقيم Pu‏ 
الحل: 
نكتب البرنامج الموضح بالشكل )7.8( و نقوم بتنفيذه لنحصل على النتائج بالجدول )6.8( 
ومنها نرى أن : 


y(1)= 0.606531 = e 22 


t‏ 1 1 عع :ة 
іе <‏ ٭ 
include г.1б.}‏ 





CAL М 
Ме 
id m 
ГІ cl, 
pr 
pz 
tEr 
or {i= 
k- 
k2 
кэ 
k 


الشكل )7.8( المثال )5.8( بلغة „С‏ 
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الجدول )6.8( - نتائج المثال )5.8( بلغة .C‏ 


Enter the number of sup set 10 
The start point x80-8 
The start point y80-1 


Function Error 


0 16 0.995012 0.388482 
ЖУ ЕП 0.980199 0.373668 
5.380088 0.955997 0.349467? 
0 . 8 0.923116 0.316586 
4.508080 0.882497 0.275966 
8 0.835270 0.228748 
17168 8.782705 0.176174 
. 8060000 8.726149 0.119618 
60 60ھ‎ 0.666977 0.069446 
. 000000 0.606531 0.000000 





مثال )6.8( 


أكتب برنامجا حاسوبيا يستخدم طريقة رنج كوتا لحل المسألة cosx‏ = 2 بالشرط 
X‏ 
Р(0)=0 ім‏ وإيجاد قيمة у‏ عند /7. 
الحل: 


البرنامج موضح بالشكل (8.8) بلغة فورتران والنتائج معطاة بالجدول (7.8) وحيث نرى أن: 


2) =1 
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RUNGE -KUTTA MZIHZL evi 


SX (0) -0 ,F:901-,,, ***** 











А DIS SIN X кав'/ 
› к-1,9 
q -2**iE-11 
ш-3 iZan 





الشكل )8.8( - المثال )6.8( بلغة الفورتران. 
الجدول )6.8( - نتائج المثال )6.8( بلغة الفورتران. 


DIVS SIH X ERR 





والشكل )9.8( يوضح برنامجا بلغة © لنفس JULI‏ )6.8( أما الجدول )7.8( فيعطي نتائج تنفيذ 
هذا etd‏ 
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s&include«iostream.hz 

#include<iomanin.h> 

#includesmath. h> 

#includesconio. h> 

void main) 

[clrscr(); 

Int i,j,n; 

float k1,k2,k3,k4, v,x,w,er: 

сои "пах tt yxtxt enin"; 
for(i=l;i<-7;l1—+) 

In=pow(2,1-1)>;x=0,0; 

y=0.0;w=1, 5707936327 /n; 

tor(j-1;j«-n; j+—) 

Tk1-Ccos(x))*w; 

k22(cas Cx ((w/22))*w; 

k3= (COS (x-(w/22) 2 *w; 

k4- (cos х-и) ) *w; 

y=y-((kli(2“k2)+(2*k3)+k4)/6); 

er=y-1.0; 

X-X-n; } 

cout « etprecisior(G6)««setiosflags(ios::showpoint)« 
eye c tit"; 

cout ««setprecision(&)««setiosflagstCios: :shawpaint)« 
31200010350 `. 
cout««setprecision(ó)««setiosflags(ios: :showpo int) < 
<er<<end] ; 





getch(:1 


الشكل )9.8( - المثال )6.8( بلغة „С‏ 


C بلغة‎ (6.8) JUI الجدول (7.8) -نتائج‎ 
y ер 
1.002280 0.002280 


0.009135 1.008135 
3446506-06 ۔ 8 1.000888 


1.000881 5.296046470? 
1.000888 75.960464e-08 
1.090000 71.788139e-0"7 
1.008088 1 ۔‎ 1920936-7 





مثال (7.8) 


d , 
أويلر المعدلة‎ ài bs بطريقة رنج-كوتا‎ x, = 0,۷, =1 du cH حل المثال‎ asi 


وذلك عند 1= x‏ ؛قارن بين الطريقتين. 
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“ نقوم بحل المسألة بطريقتي رنج-كوتا وأويلر المعدلة فنكتب البرنامج بالشكل (10.8) بلغة 
باسكال لنحصل بعد تنفيذه على النتائج بالجدول )8.8( وحيث نلاحظ تقارب الحل بالطريقتين وأن 
الخطأ في طريقة رنج -كوتا أقل. والشكلان )11.8( و(12.8) يبين تطابق الحل العددي )®( 
مع العل CO ales‏ 


DECLARE FUNCTION Г! (XI, YH 

CLS 

INPUT "HOW MANY INCREAMENT DO YOU NEED?", ۶ 

INPUT "WHAT IS THE STEP 5۹۸۷ 

INPUT "WHAT IS THE VALUE OF THE FUNCTION AT THE ZERO POINT", Y! 
INPUT "WHAT IS THE STARTING POINT OF THE TIME", X! 

۷3! = Y! 

۷1٢ = ү! 

Y4! = EXPCXI ^ 2 £ 2) 

ОРЕМ 'GGZ.TXT" FOR OUTPUT AS 2 

OPEN "]RZ.TXT" FOR OUTPUT AS 41 

PRINT #2, "X", "MEM ҮЗ", "YEXACT Y4, ЕКЗ" 

PRINT #2, "------ سس‎ š 
FORMATS = "iis BERRA AAA AL ع ع عبر‎ nA An 
PRINT #2, USING FORMATS; XI; Y3!; ۹: ЕКЗ 

PRINT 211, "X", "RK Y1", "YEXACT Y2", "ERROR" 

PRINT 41, 7-—— ee ce x 





FORMATS = موعدم"‎ GA ام اہ سیر ہو دم‎ fp "فو‎ 
PRINT #1, USING FORMATS: ؛×‎ ۷۱۱:۷2۱: ER! 
PRINT USING FORMATS; XI: ۴۱۱: ۷2۱: ERI 


FOR I = 1 TO М 
Y3! = ҮЗ! + WI + .5 * (FXL ҮЗІ) + FIX! + WI, ҮЗ! + W! * FXL ҮЗ!))) 


KI! =W! ^ F(XI, ҮЙ!) 

Kal = WI ^ FIX! + 5 * WI, YI! + 5 > KI 
K3! = WI * FIX! + 5 * WI, Y1! + ,5 * K2!) 

KA! = WI * F(X! + Wil, YT! + КЗ?) 

Yl = Y1! + (KI! + 2 * K2! + 2 * K3! + KA ثم‎ 6 


X! = XI + W! 


Y4! = EXP(X! ^ 2 / 2) 

ЕКЗ! = ABS((Y3! - Ү4!} / 4۱ * 100 
Y2! = EXPCXI ^ 2 / 2) 

ER! = ABSQYT! - Y2) / 2٣ * 100 


PRINT #2, USING FORMATS; XI; Y3'; ۷4۱: ЕКЗ! 
PRINT #1, USING FORMATS; XI; Y1!; Y2!; ER! 





NEXT 1% 
END 


FUNCTION F (XI, YH 
F = XI * YI 
END FUNCTION 


الشكل )10.8( المثال )7.8( بلغة باسكال 


294 


m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mu 


الجدول (8.8) نتائج المثال (7.8) بلغة باسكال 


X RK Y1 YEXACT Y2 ERROR 
0.00 1.0000Е+00 1.0000Е+00 0.00000E+00 
0.10 9.9501Е-01  9.9501F-01 0.00000E+00 
0.20 9.8020Е-01 6-1 0.00000E+00 
0.30 9.5600Е01 9.5600Е-01 0.00000E+00 
0.40 9.2312E-0] 9.2312Е-01 0.00000E+00 
0.50 8.8250Е-01 8.8250Е-01 0.00000Е+00 
0.60 8.3527Е-01 1 0.00000Е+00 
0.70 7.8270Е-01  7.8270E-01 0.00000E+00 
0.80 7.2615E-01 7.2615Е-01 0.00000E+00 
0.90 6.6698E-01 6.6698E-01 8,93654F-06 
1.00 6.0653E01 Б6.0653Е-01 9.82715Е-06 


X MEM Y3 YEXACT Y4 ER3 

0.00 1.0000Е+00 1.0000Е+00 0.00000E+00 
0.10 9.9500E-0] 9.9501Е-01 12.51981Е-04 
0.20 9.8017E-0] 9.8020Е.01 24.68835Е-04 
0.30 9.5596F-0] 9.5600Е-01 34.85260Е-04 
0.40 9.2308Е-01 9.2312Е-01 40.48473Е-04 
0.50 8.8246Е-01 8.8250Е-01 37.89045Е.04 
0,60 8.3525E-0] 8.3527Е-01 22.26423Е-04 
0.70 7.8271Е-01 7.8270Е-01 12.48896Е-04 
0.80 7.2620E-0] 7.2615Е-01 73.382394 
0.90 6.6709E-01 6.6698Е.01 16.89900Е-03 
1.00 6.0672F-01 6.0653Е-01 30.87689Е-03 








1.200000 4 —RK YI 
1.000000 | —— 0ه"‎ 
0.800000 

> 0.600000 M 
0.400000 - 

0.200000 
0.000000 ` — — | 
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 07 0.8 09 1 


x 
الشكل )11.8( مقارنة مع الحل التحلياي للمثال )7.8( [رنج-كوتا]‎ 
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1.200000 | "— 


1.000000 — YEAXCT 


0.800000 - 
» 0.600000 
0.400000 | 


0.200000 





0.000000 | 1 "— 
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1 
x 


الشكل )12.8( مقارنة مع الحل التحليلي للمثال )7.8( [أويلر المعدلة] 





نعطي أيضاً بالشكل )13.8( اعتماد قيمة y (I)‏ على @‹ حيث نلاحظ أنه كلما صغرنا في © 

كلما كانت القيمة أقرب إلى القيمة المتوقعة و هو أمر واضح. 
MANT‏ 7 
0065 


0-606 





الشكل )13.8( اعتماد y‏ على © للمثال )7.8( [أويلر [Аа‏ 
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نوضح أيضا في الشكلين )14.8( و )15.8( و الجدولين )9.8( و )10.8( برامج ونتائج ШЕШ‏ 
)7.8( ولكن بطريقة بيسك المرئية وحيث نصل فيهم إلى نفس النتيجة المتوقعة. 











a 


= ШЇ 
Ш чь E 


سا 
i‏ 


b EJ c Ú CM E 





Ing 


07 


(General) 


^ Projecti - Microsoft Visual Basic [design] - [Form? 2 ICode)] 
E: Et Yan cuc Клм: Debug Эл бит (буш Joss adis tede Ер 
no: 


1-1 

g * 4 

for x * 0 To 1 Ste; 1 
List:.AcdI-em y 

yer = y = 0.605531 

as = f|, y) 
wid=y+a u 

5 = flx + D.1, veli 


| ie insti 2 


ہے وبا + y‏ 2م 
Мхт х‏ 


Texz1.7ex; = yer 


Zná Sut ИЄ جس‎ 
شاه‎ 12 Fuzct:or Z(x, ү) 





f*-xtg 
End 720 





Private Sh Conmasdi Click!) 






кк ديد‎ SRR} оой 






ات را مو 
олио)‏ تالومع تا 
















الشكل )14.8( ا ЈЕ‏ )7.8( بلغة بيسك اطرثیة (أويلر المعدلة) 


الجدول )9.8( نتائج المثال )7.8( بلغة بيسك المرئية (أويلر ا معدلة) 





Erorr 


| 1.86947660070547E-C 





1 
0.995 


Ë 6418985 
0.92307902171916 
0.88246354476351 7 
0.835251 7451138669 
0.78271 4410350705 
0. 726202429923384 
0.66708955212762 
0.60671 7947660071 
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"Pise Масои Уа 1 [desipn] - form Kodell 
IER Ez en opt Rm Deg Ən Qey Cogan Dk les سلطا‎ dip 
33:528 B ردم‎ NEEHRAD ac 





Private Sup Command: Cl:ck/) 





7*1 
| | 
اید‎ | Damy | 
ATi fct x= D To 1 Stegt, 
” 3 Liezi, AddItem y | 


gez = y - 1 | 
ps xl fin ! 
T 3 0ys 3 7 20 
2 7 + 12 * 20 





а‏ 2 وو 
$"y* +29 D2 +N +1] 5‏ 3 
ác Nest x‏ 


Test1.7e1: + ser 


cj Ë Eni Sit 2 | 
Public Function Elx, y! : ] 11721 
t YN tgerties X 
# ~ #=-уту 
تا‎ End Function 1 


- Чїй: coop 


الشكل )15.8( المثال )7.8( بلغة بيسك المرئية (رنج -كوتا) 








الجدول )10.8( نتائج JULI‏ )7.8( بلغة بيسك امرثیة (رنج-كوتا) 


= Form1 
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8 معادلات تفاضلية من رتب Де‏ 
إن الأسباب التي جعلتنا نعالج معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى يمكن أن تتلخص فيما يلي: 
doge (Í‏ معالجة Jis‏ هذه ا معادلات واعتبارها الخطوة الأولى نحو معالجة بقية المسائل التي 
تحوي معادلات من الرتب العليا. 
ب) شيوع مثل هذه المسائل (معادلات من رتبة أولى) في حقول شتى. 
ج) إمكانية تحويل ا معادلات من الرتب العليا إلى مجموعة من المعادلات من الرتبة الأولى كما 
سنوضحه فيما بعد. 


في كثير من الحالات تواجهنا معادلات تفاضلية من النوع: 








d"y d'y dy 
a +a Eus Fa =O xy) ы )21.8( 
n dx" п-1 ах"! 1 dx ام‎ y) 
d'y dy 


عند نقطة ما „Хо‏ أي ol‏ 





وبحيث تعطي القيم الابتدائية للكميات na жй‏ حير 
المسألة التي لدينا تشمل معادلة تفاضلية عادية من الرتبة ”.ولو استطعنا تحويل هذه المعادلة 
إلى مجموعة من المعادلات الآنية من الرتبة الأولى؛ فإنه Шс‏ الاستفادة مما تمت دراسته حول 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية من الرتبة الأول وإيجاد حل المسألة تحت الدراسة. 


وهذا ممکن, لو وضعنا المعادلة )21.8( على الصورة: 
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d" y ) 0) (n-1) 
= flx, у, уб), yD шу") ل‎ (22.8) 
d 2 »y پر‎ y ) 
ثم نقوم بالتحويلات التالية:‎ 
yJ = у 
y, (ارعا)لارے‎ 
y, = у®(= у®) 
سر‎ y) (= y") 
عندئذ نرى أن:‎ 
9 == у = F(x, у, Yass Yn) (€ (23.8) 


وهكذا نرى أننا حصلنا على 7 من المعادلات الآنية من الرتبة الأولى و هي: 


y,‏ = لاو y,‏ = الإو y,‏ للا 


y9 = f(x, ys Yn) 
(8.8) مثال‎ 
لو كان لدينا اللعادلة:‎ 





و _ d'y dy‏ 
= ——+ 
dx? dx ?‏ 
فإنه LSe‏ تحويل هذه ال معادلة من الرتبة الثانية إلى معادلتين من الرتبة الأولى وذلك كما 
يلي: 
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y, = y ва‏ و y; = у)‏ ومنها نرى أن: 


y eye, 
à "P dy . ہی‎ ooi E 
عند نقطة ابتدائية‎ y, E )رر‎ y) إذا ما أعطينا قيم‎ bose وهكذا نوجد الحل‎ 
X 
ما۔‎ 
من المعادلات التفاضلية الآنية من‎ n إلى‎ п وعموماً نستطيع تحويل أي معادلة من الرتبة‎ 
: الشكل‎ 
уб E 


y = E) 
9 = уу) 


وهي معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى . بعدئذ نستطيع تطبيق الطرق المختلفة التي سبق وأن 
مت دراستها بالبنود السابقة كطريقة رنج - كوتاء ونقوم بالعمليات التكرارية على كل معادلة. 


ويمكن توضيح ذلك كما يلي: 

لو كانت УШЫ‏ الآنيتان هما 
y” = f.(x, y, z)‏ 
z® = f (x,y,z)‏ 


فإن العمليتين التكراريتين ء باستخدام طريقة RKM‏ هما: 
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Yin = У, і 39 ر۲2/6‎ + 2k, -k,] 





Z, 1 АП - 2L, +21, +4]‏ = ورج 


EE و‎ 
1, TORAN 





























1 1 1 

k, - (5 | 55; | > 1 | 192 
1 1 1 

L, = ],| 3 2 | 35 | 11 Jo 
1 1 1 

К, = f, X; 2i o: jh jo 
1 1 1 

1, - f, Xj i ; 5 ejo 

k, = Jf. (x, ©, у, bd. m و( ,ا‎ 





7 = دا‎ FQ, y, + k,, Z; 4 1,)® 


في ختام هذا البند نود أن نشير إلى أنه مكن استخدام متسلسلة تايلور لإيجاد حلول 
المعادلات الآنية التي حصلنا عليها. نوضح استخدام هذه الطريقة بالمثال АЗУ!‏ 
مثال (9.8) 


أوجد الحل العددي للمعادلين =z‏ ررر = ج عند x=01‏ علماً بأن 
=1,у, > 0‏ رج عند 0= X,‏ 
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الحل: 
من مفكوك تايلور (أو ماكلورين في هذه الحالة) نرى أن: 
x 6)‏ )2( > )0 
)3 | )2 4 )1 1 = 
у= у, + ху, d 2 y, t 31 y, +...‏ 
9 
3 2 
в.‏ ع 3 )0 + لاير + رج دج 
!3 !2 
ولكي نوجد zy eë‏ عند 0.1 = Ude x‏ إيجاد قيم СЫ‏ مختلفة عند 0= ,× 
“ولكن هذه يمكن حسابها كما цз‏ 
БЕ‏ ود Po‏ 


cale قارو مورت‎ ы mm 
ومنها نجد أن:‎ 
zo zj Р y, 9 zd 
ide نفاضل »,8 أخرى لنحصل‎ 
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وبالرجوع إلى مفكوك تايلور نستطيع حساب y‏ و z‏ 0.1 =× و حيث نرى أن: 


y = 0+5 (у (0)+ O (1)+ سی‎ 


2! 3! 


...)3( 0,0 لك" )0.1)0( 214 


2! 3! 
z = 1.005, у = 0.1002 : أو أن‎ 








لاحظ أنه باستخدام هذه الطريقة لإيجاد الحل العددي كانت كل مشتقة معتمدة على قيم 
المشتقات السابقة وبذلك يجب الحذر في حساب المشتقات الدنيا حتى لا نقع Š‏ الخطأ الذي 
سينتثر S|‏ حدث. 
8 طريقة الرمي (Shooting Method)‏ 

درسنا فيما سبق» وببعض التفصيلء حلول ال معادلات التفاضلية العادية من الرتبة الأولى ولقد 
رأينا أنه لإيجاد الحل الوحيد يتعين Ше‏ معرفة ثابت واحد ув)‏ قيمة ‏ عند نقطة ابتدائية ما). 
بالمثل لإيجاد حل المعادلات التفاضلية من الرتبة الثانية علينا معرفة ثابتين وهكذا . . . 
في المعتاد تكون هذه الثوابت أو القيم معرفة كما يلي: 
1. تكون الدالة أو مشتقتها Blass‏ عند نقطة البداية وتسمى المسألة مسألة القيم الابتدائية مثل: 
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dx 


t? 


+x=0 ; x(0)=0 , ue -0‏ 
dt |,‏ 
2 تكون الدالة أو مشتقتها معرفة عند نقطتين مختلفتين وعادة ما تکون هذه النقاط حدودية 
أي عند حدود نطاق المسألة؛ وف هذه الحالة تسمى المسألة مسألة القيم الحدية كالمسألة: 





а?у 
ах? 





+y=0 0<х<1 


у(0)=0 , >(1)=1 э 
والمسائل التي تدخل ضمن هذا النطاق عديدة ومیادین شتى كالفيزياء والهندسة وغيرها‎ 
. مثل تدفق الحرارة والحركة الاهتزازية و مسائل الجهد‎ 


في هذا البند والبند ا موالی ندرس الكيفية التي يتم بها استخدام بعض الطرق ءمثل طريقة 
الرمي وطريقة الحل من خلال مجموعة من المعادلات الآنيةء لإيجاد حلول مسائل القيم الحدية 
بالمعادلات التفاضلية العادية. 


ЧЫЛ JULI لنأخذ‎ 
)10.8( مثال‎ 


أوجد الحل العددي لمسألة القيم الحدية: 


وذلك باستخدام طريقة الرمي. 
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الحل: 

لو كان لديناء بالإضافة قيمة (1)"« لاستطعنا اعتبار هذه المسألة مسألة قيم ابتدائية 
ولعالجناها بالطرق السابقة بعد تحويلها إلى معادلات у фай‏ و = ر. ولكن ما هو 

Б Е 

معلوم لدينا هو قيم у‏ عند 1,3 > adeg. x‏ لو قمنا ¿laso‏ تخمين لقيمة y”‏ عند 8-1 ثم 
قمنا بالحسابات» لنرى مدى تطابق القيمة المحسوبة ل (3)ر ومع القيمة ШАШ‏ من 
الوصول للمنحنى ال مطلوب بعد بعض عناء. 

دعنا نأخذ 1.5- 2 )1( y‏ ؛عندئذ لو قمنا بحل المسألة كمسألة قيم ابتدائية وغضضنا 
الطرف عن y(3)‏ لحصلنا على 4.811 ШЇ А-У). у(3)=‏ استعملنا (Ах=0.2‏ وهي قيمة 
عالية مقارنة بالقيمة المعطاة 1- у(3)=‏ . نحاول بقيمة أخرى Jal‏ ل "ر مثل 2—3 BI. yO‏ 
فعلنا ذلك حصلنا على 0.453 = у(3)‏ ‹ وهي أيضاً قيمة كبيرة نسبيا ولكنها معقولة. 

الآن ولتخمين القيمة السليمة والتي توصلنا للحل نستعمل الاستكمال الخطي. من خلال 


القيمتين السابقتین, لنحصل على 1- y(3)-‏ بالضبط؛ كما نحصل على منحنى dal‏ ال موضح 
بالجدول (11.8). 


الجدول(11.8) الحل العددي للمثال (10.8) باستخدام طريقة الرمي 





x |1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 








у |2.0 | 1.348 | 0.787 | 0.305 -1.06 
0.104 | 0.443 | 0.712 | 0.908 | 1.026 1.0 






































306 





поп الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 


من خلال هذا JULI‏ يتضح السبب في تسمية الطريقة بطريقة الرمي؛ كما هكن تبين العلاقة 
الوطيدة بين ما تم استخدامه في هذه الطريقة وبين ما يستخدم عند رمي القذائف المدفعية. 
وعموما يمكننا تلخيص الطريقة في الخطوات التالية: 

1. لحل مسألة قيم حدية حاول أن تكون مسألة قيم ابتدائية بافتراض شروط А5‏ 

2. أوجد حل هذه المعادلة الجديدة وقارن القيمة المحسوبة مع الشروط عند الحدود الأخرى. 

де] .3‏ تغیبر هذه القيم الابتدائية حتى تحصل على تطابق مع الشروط الحدية كلها. 

مثال (11.8) 


مستعملاً طريقة الرمي أوجد حل مسألة القيم الحدية: 





=y ; у@)=1.1752 у(3)=10.0179 


الحل: 
بناء على ما تم التقديم له نكتب البرنامج الموضح أسفله بالشكل )16.8( والذي يستعمل Xl‏ 
ل و x2‏ ل (c-r)‏ كما يستخدم البرنامج الفرعي SUBROUTINE RKSYST‏ 
X‏ ` 


(DERIVS,TO,H,XO,XEND,XWRK,EN)‏ والذي يحسب حلول مجموعة من الممعادلات 
الآنية من الرتبة الأولى بطريقة رنج-كوتا؛ وهذا بدوره يستعمل البرنامج الفرعي SUBROUTINE‏ 
DERIVS (X, T,F,N)‏ الذي يحسب المشتقات. 


الجدول )12.8( يوضح النتائج المتحصل عليها بإجراء البرنامج ا مذکور, ومنه نرى 
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مدى الدقة التي Ша»‏ عليها باستخدام طريقة الرميء حيث نلاحظ أن الأخطاء صغيرة جداً عندما 
نقارن الحل بالحل التحليلي .y = sinh x‏ 


KEND IZ? عار‎ 4, 21,8 2 





DATA H,E,31,82,705/.1,2,1.54?!1,1.,. 00 


ГАТА OCSTART,XSTART,D/1.,1.1752,10 











+ , TO, H, KO, KEND, XINRK, E, N) 





GOTO 155 
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40 

















ЕҸГ 
МЕКЕ", 


HNOC'JSING INITIAL SICH 





ù r 


2 


«SK, X2 ۱۷۸۲۱:۲۶۸۱, SI 





2۸85.1 








YST 21-5 , 





END, ہ6181‎ >, K; 





XIDINI, KEND 





FIN: 






KO, TC, F, K 


ı (XNRK 12,22 42, XWRA OZ, 74 








الشكل )16.8( حل JLI‏ )11.8( باستخدام طريقة الرمي. 
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الجدول (12.8) نتائج JUI‏ )11.8( باستخدام طريقة الرمي. 


TOLERENCE CRITERION MET IN 2 ITERATIONS 
FINAL VALUE AT END OF INTERVAL 10.0179 


USING INITIAL SLOP VALUE OF 1.5431. LAST COMPUTATIONS WERE 





TIME XI VALUE X2 VALUE — SINH(TIME) ERROR 
1.0000 1 1.5431 1.1752 0000 
1.1000 1. 1.6685 1.3356 0000 
1.2000 1 1.8107 1.5095 0000 
1.3000 1. 0 1.6984 0000 
1.4000 1. 1.9043 0000 
1.5000 2.1293 -0000 
1.6000 2,3756 0000 
1.7000 2.6456 0000 
1.8000 2.9422 -0000 
1.9000 3.2682 0000 
2.0000 3.6269 -0000 
2,1000 4.0219 -0000 
2.2000 4.4571 .0000 
2.3000 4,9370 „0000 
2.4000 5.4662 0000 
2,5000 6.0502 0000 
2.6000 6.6947 6.6947 0000 
2.7000 7.4063 7.4063 0000 
2.8000 81919 82528 8.1919 -0000 
2,9000 9.0596 9.1146 9.0596 0000 
3.0000 10.0179 10.0677 10.0179 -0000 


Stop - Program terminated. 


في ]95-2 )17.8( نعطي برنامجا حاسوبيا بلغة C‏ لنفس المثال )11.8( 
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m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ шш 


#include<stdio.h> 
#include<conio.h> 

#include<math.h> 

void rksyst(); 

void derivs(float х[1); 

float xo[2], xend [2], سا‎ f[2]. 
int n ; 

double to; 


void ٥) 

double s; 

float gl,g2,tstart,xstart,d,rl,r2,error; 
int. T. 1: 

:15ء 

h-0.1; п=2; gl--1; 

tstart-l. 0; پان سس‎ 15. d-10.0179; 


dfe de Se dede o W W te edet dede dede 


//* wE SUPPOS TO FIND Y *// 


Ye QW edet ede dede deed e با‎ ۷۲ 
xo[0]-2xstart; 
to-tstart; 
xo[1]-g1; 
printf(" тепе EE of attempt опе\п\п" J: 
printf(" у'\п\п"); 
far(i-1; 1«-20; i) 


rksystO; 

ee PGE ШИ 

012 

to=to+h; 

rintf(^ xd Xf %Ffsxn",i,xo[0],xo[1]); 


etch(); 
اط و‎ fe 


de W W Ç W W t ü z e e fr dee dede de ede با‎ o 0 9 W WS Q جج جج‎ k Ж 


//* WE SUPPOS ANATHER VALUE TO FIND Y *// 
eee dede de dede de de de Sk Ye fe Q W tet dete 5 t r dede 
rl-xo[0]; 
to-tstart; 
xo [0 7ت‎ 
xo[1 
5مم‎ 'xnthe زی‎ of attempt ینید‎ 5: 
printf(" i ynin"); 
ا‎ i<=20; лег 


"ks ЕТО: 
2 1=xend [0] ; 
xo[1]=xend[1] ; 
to-to«h; 
rintfC" gd Xf — Xxfin",i,xo[0],xo[1]); 


:0 
clrscr();‏ 
لب ۷ج edet‏ ول لی جج لعل 


//* LINEAR CREATION *// 
e e a E 


г2=хо[0 
print уине ا ول‎ of LINEAR CREATIONXn Vn") ; 
printf(" yinin"); 


for(j=1; j<=20; pay 


4 

ifCfabs(r2-d)«-0.001) goto опе; 
to-tstart; 

хо[0]=хѕтаг 

 gD/Ca- r1)*(d-r1);‏ 1020ا 
ЖАТ:‏ 
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mm الفصل الثامن‎ mm 


ri-r2:; 
for(i-1:i«-20;i44) 


rksyst O; 
xo [0]=xend [0] : 
xo[1j-xend[1]; 
to=to+h; 
rintfC" а %f *fXn",i,xo[0]1.xo[115: 


getch; 
22 
r2=xo[0]; 
dac 
to-tstart; 
xo [O Exstant; 
xo[1i 
корта? "Ап тһе 2> of shooting method comper with Singh function xXnXn"5; 
printf(" x y' error*n*n") 
for(i-1;i--20; i4 


мы. о паго 
-xe $ 

EH Sam) 

s-sinh(to); 


error-s-xo[01; 
rintf(" ۴ xf ع‎ xf *Xfxn",to,xo[03J.xo[1],s.,error); 


etch; 
Yi Ax GENER 


//* RK APPLICATION *// 


ittm‏ جب یہ Ж ote fe sb fe se же‏ < لک یکو 


verd rksystO 
nt 1i 
derivsixo); 
ةئ مع ة  معدن عرمع‎ ++ 


xwrk[0] [i] نع خط‎ 
xend [11=x 243 roi بر‎ 


derivs (xend) ; 
for(i=0;i<n; i++) 


[i]=h*f[i];‏ | اماج 
xendli]=xo[il+xwrk[11[i]/2;‏ 


derivs(xend); 
for(i=0;i<n;1++) 


xwrk [2] [i1=h™f[i1; 
xend[i]=xo[il+xwrk[2][il/2; 


derivs(xend); 
for(i=0;i<n;i++) 


xwrk[3][i]=h*f[i]; 


for(is0;i<n; 
xend[i]= Э схигк[01[11+2%хигК [11 [11+2*xwrk[2] [i1+xwrk[3] [11/6; 


f الا‎ ede к حت یج یل یی سی‎ 
void derivs(float х[]) 


۶28: 


الشكل(17.8)- المثال(11.8) بلغة C‏ 
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m a الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 





الجدول (13.8) نتائج JULI‏ (11.8) باستخدام طريقة الرمي بلغة ©. 
ITE ED‏ 


the ressit uf йер! nas 









-n[x 
Ihe او‎ ef atfrmpt ima - 


۰ à Г v 


1 v L] 


1.121620 EE Ld 


2.702005 





1.229283 
3.998258 
2.691157 
ھ72‎ 
37 
35 
30 
8ھ‎ 
мыска 
5,234958 
5 в 
Iud 
7178 
20۰۲۰9 





ET 








xt 





к у r 3 errer 


1.100000 1.229028 4.744572 
1.200890 1.515008 1.952779 
41.30000 1.757 












1.617214 
2.067760 
4۔2 
:5۔2 
:3.0001 


0.00713 
13.017075 Banm 





كما نعطي في JS2JI‏ )18.8( برنامجا حاسوبيا بلغة بيئة التطوير(دلفي) لنفس امْثال(11.8).و 
نتائج تنفيذ هذا البرنامج معطاة بالجدول (14.8) 
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mm الفصل الثامن‎ mm 


procedure Shooting Method; 

var 
XXO, XEnd, F : TTwo; 
XWrk : TFourTwo; 
Iter, i, N : integer; 
R1,R2,RErro,S,H,TTO,G1,G2,Tol,TS$tart,XStart,D : real; 
Label L100; 
Label L99; 


begin 
H := 0.1; N := 2; Gl := -1.0; G2 :- 1.0; Tol :- 0.001; 
TStart :- 1.0; XStart :- 1.1752; D :- 10.0179; 


ХХО[1] ;= xstart; 
TTO := TStart; 
XXO[2] := 7 


for i :- 1 to 20 до 
begin 
RKSyst(TTO, H, XXO, XEnd, F, XNrk, N); 


XXO [1] := XEnd[1]; 

XXO [2] := XEnd[2]; 

TTO := TTO + H; 
end; 


Rl := ХХО[1]; 
TIO := TStart; 
XXO[1] : XStart; 
XXO [2] : G2; 
for i := 1 to 20 do 
begin 


RKSyst(TTO, H, XXO, XEnd, F, XWrk, N); 
XXO [1] := XEnd [1] ; 


XXO [2] :- XEnd [2]; 
TTO س‎ TTO + H; 
end; 


R2 :- ХХО[1]; 


for Iter := 1 to 20 do 
begin 
اہ کو وو ل‎ PET 
if Abs(R2-D) > Tol then goto 199; 
TTO :- TStart; 


XXO[1] := XStart; 
XXO[2] ;= Gi + (G2-G1) / (R2-R1) * (D-R1); 
1 := G2; 
G2 :- ХХО[2]; 
КІ := R2; 
оаа ass 72م‎ 0 
for i :- 1 to 20 do 
begin 
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m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 


RKSyst(TTO, H, XXO, XBnd, Е, XWrk, N); 
XXO [1] := XEnd [1]; 
XXO [2] := XEnd[2]; 
TTO := TTO + H; 
end; //for i 
R2 :- ХХО[1]; 
end; //for Iter 


memol.Lines.Add('We did not meet tolerance criteriion in 
20 iterations. Final value at end interval was']; 


goto L100; 


L99: 

memol.Lines.add('Tolerence criterion met in ' + 
inttostr(Iter) + ' iterations '); 

L100: 

memol.Lines.add('Final Value at end of interval жав ' + 
floattostr(R2) ); 

memol.Lines.add('Using initial slope value of ' + 
floattostr(G2) + ' last computaions ' Jj; 


TTO := TStart; 
XXO[1] := XStart; 
XXO [2] := G2; 


8 := Sinh(TTO); 
RErro := S - XXO[1]; 


memoi.Lines.add(floattostr(TTO) + ' ' + 
floattostr(XXO[1]) + ' ' + floattostr(XXO[2]) + ' ' + 
floattostr(S) + ' ' + floattostr(RErro) ); 

for i :- 1 to 20 do 

begin 


RKSyst (TTO, H, XXO, XEnd, F, XWrk, м); 
XXO [1] :- ×۶8 7 

XXO[2] :» XEnd [2]; 

TTO := TTO + H; 

S := Sinh (TTO); 

RErro :- S - XXO[1]; 


memol.Lines.add(floattostr(TTO) + ' ' + 
floattostr(XXO[1]) + ' ! + floattostr(XXO[2]) + ' 
' + floattostríS) + ' ' + floatcostr(RErro) ); 

end; 


end; 


procedure RKSyst(TTO, H : real; var XXO, XEnd, F : TTwo; 
var XWrk : TFourTwo; N : integer); 
var 
i, j : integer; 
begin 
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mm الفصل الثامن‎ mm 


Derivs(XXO, TTO, ۶ , N); 


for i := 1 to N do 
begin 

XWrk[1,i] := H * F[il; 

XEnd[i] :» XXO[i] + XWrk[1,i] / 2; 
end; 


Derivs(XEnd, TTO + 8/2, Е, N); 


for i :- 1 to N do 
begin 

XWrk[2,i] :- H * Е[1]; 

xEnd [i] := xxo[il] + XWrk[2,i] / 2; 
end; 


Derivs(XEnd, TTO + H/2, F , N); 
for i := 1 to N do 


begin 

XWrk[3,i] := H * Flil; 

XEnd [i] :- XXO[i] + XWrk[3,i] / 2; 
end; 


Derivs(XEnd, TTO + H, Е, N); 
for i := 1 to N do 


begin 
XWrk[4,i] :- H * Е[1]; 

end; 
for i :- 1 to N do 
begin 

XEnd[i] :- XXO[i] + (XWrk[1,i] + 2.0 * XNrk[2,i] + 2.0 

+ XWrk[3,i] + XWrk[4,i])/6 

end; 


end; 


procedure Derivs(var X : TTwo; T : real; Var F : TTwo; N 
: integer); 
begin 
F[1] := Х[2]; 
F[2] :- Х[1]; 
end; 


الشكل(18.8) - JU‏ )11.8( بلغة دلفي 
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m a الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mu 


الجدول )14.8( نتائج JU‏ )11.8( باستخدام طريقة الرمي بلغة دلفي. 


Tolesence osiericn met in 2 Reralions 





495743722 9.06956107459334 
30 100179 10 0726999829428 10.0178743274088 42 50725900770021Е 5 


أخيرا نعطي برنامجا حاسوبيا لنفس المثال بلغة بيسك و ذلك بالشكل(19.8)؛أما النتائج فهي 


K4- 


mmm 
++ 
یہ يما وق‎ 





+ 7 
+ W) * 
3 = W * (Y22 + K34) 
= W * (P(X + W) ° 


معطاة بالجدول(15.8). 


DFCLARF FUNCTION Ri (X!) 

DECLARE FUNCTION ١ (X! 

DECLARE FUNCTION P! (X! 

DIM Yl(200), ү2(200), Y(200), FR(200) 


CLS 

SCREEN 12 

OPEN "GAM. TXT" FOR OUTPUT AS #2 
w= 1 


0.0179 
1.1752 


1) = 
X=A O 
FOR I 2 TON + 1 
Kll-WwW* ү] 
K12 = w * (Р(х) * Yll + QOO ^ Yl(I - 1) + ROO) 
КІ =< W ү; 
K]4 = w * (Р(х) * Y22 + Q(X) * v2(1 - 1)) 
K21 = W * روب‎ + .5 " K12) 


K27 w w (P(X + .5 * W) * (Y11 + .5 * K12) + Q(X + .5 * W) * (Y1GI - 1) + .5 * 
К11) + R(X + .5 * ю)) 
15 


K23 = W * (Y22 + * K14) 
K24 = w * (Р(х + .5 ° W) * (Y22 + .5 * K14) + Q(X + .5 * м) * 2) - 1) + .5 * 


K13)) 

K31 = W * (Y11 + .5 * K22) 

K32 = W * (P(X + .5 = W) * (Y11 + .S * K22) + Q(X + .5 * W) * (Y1GI - 1) + .5 * 
K21) + R(X + .5 * w)) 

K33 = W * (¥22? + .5 * K24) 

K14 = W * (Р(Х + .5 * W) * (Y22 + .5 + K24) + Q(X + .5 * W) * (Y2GI - 1) + .5 * 


K23)) 


w * (v11 


w * (P(x (Yli + K32) + Q(X + W) * (Y1(I 1) + K31) + R(X + 31 


(Y22 + K34) + Q(X + W) * (Y2(I 1) + K33)) 
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mm الفصل الثامن‎ mm 


K21 + 2 ° K31, A PN £6 
* K32 + K42) , 

K23 + 2 * 33 + б аз) م‎ 6 
* K34 + K44) م‎ 6 






(I) s v2(1 - D + (K13 + ti 
ү22 = Y22 + (K14 + 2 * 624 + 


ج یمج یم 


X= A+ GI - 1( * لها‎ 


NEXT I 
C = (BETA - Yl(N + 15) ثم‎ Y2(N - 1) 
X= A 


C = (BETA - Yl(N + m. £ Y2(N = 1) 


ү(т) Yi(1) + © * 

VEX = 1/2 * یں‎ - EXPC-X)2 

ERLI) = ABS((Y(I) = YEX) / YEX) * 100 

PRINT 42, " x үст) ҮЕХАСТ ERROR" 
PRINT 22. "9  —------ T9 0 یس سس سس‎ " 
PRINT , 


PRINT 42, USING "и. йй — sé ss4pnsdgg — SE НИНИН gm NRESERAAAAU: X; YD: 
YEX; ERCI) 


FOR 1-2 TON + 1 


X-A4(I-1»*w 
ҮЕХ = 1 / 2 * (ЕХР(Х) - EXP(-X)) 
ERT) = ABSC(YCI) = ҮЕХ) / vex * 100 


PRINT 82, USTNG "аё. а8 — 4d. 0007۳۳7۳ ہجو‎ BSSPSRESSR OS می مر‎ | Xi ҮСТ); 
ҮЕХ: ER(I) 

PRINT USING Hi o — (ys y SERES — SQ ARRAN FIERE ЛАЛА" | X; YO; ТЕХ; 
ERLI) 

NEXT I 

END 


FUNCTTON Р (X) 
P-0 

END FUNCTION 
FUNCTION Q (X) 
END FUNCTION 
FUNCTION R (X) 


R = 0 
END FUNCTION 


الشكل(19.8) - Jt]‏ )11.8( بلغة بيسك 
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m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 


الجدول (15.8) نتائج المثال (11.8) باستخدام طريقة الرمي بلغة بيسك. 













x YCID YEXACT ERROR 

1.00 1. 6 1.175201178 0.101437Е- 03 
1.10 1.335647 с: 1.335647464 0. 0000000Е+00 
1.20 1.5 1.509461403 0,6317977Е-04 
1.30 1.69 1 1.698382378 0.1263418Е-03 
1.40 1.904304624 1.904301405 0. 1690200Е-03 
1.50 2.129283667 2.129279375 0.2015487Е-03 
1.60 28 2.371567933 0.2207981Е-03 
1.70 2.645638227 2.645632029 0.2343063E-03 
10 294182825 7.942174186 0.2593115Е-03 
1.90 3.268171549 3.268162727 0.2699219Е-03 
2.00 3. € 3.626860380 02695213-03 
2.10 4 4.021856308 0.2845475Е-03 
2.20 4 4.457105160 0,2781574Е-03 
2.30 4 4.9 51 0,.2800969r-01 
2.40 5 P 0.2704232Е-03 
2.56 6 0221443 6.) 0,2837282Е-03 
Ер 6 750781 6. 0.2849029E-01 
2 7406282902 ra 0.2639701E-03 
2 8.191940308 8.19191817 3 0.2677579E-03 
2. 9.059584618 9.059561729 0.2526412E-03 
3, 10.017900467 10.017874718 0.2570326Е-03 





b 10.8‏ 4% الفروق المحدودة (Finite Difference Method)‏ 
كما نعلمء يمكن كتابة مشتقة دالة بدلالة الفروق المحدودة وبذلك هكننا التعويض عن 
442211 بهذه الفروق ونحصل على معادلة فرقية Ум Difference Equation‏ من معادلة 

تفاضلية؛ وحلول هذه المعادلة الفرقية هي الحلول التقريبية للمعادلة المطلوبة. 
وهذه الطريقة أفضل من الطريقة السابقة في كثير من الأحيان. لنعتبر نفس المثال السابق 
)10.8( ولنأخذ نفس ILAI‏ : 











а?у 
У 0-6) - د‎ ; y()=2 , у@)=-1 
ау 
p أدق من الأمامية والخلفية وعليه نعوض عن‎ р) ولنعمل بالفروق المركزية حيث‎ 
а?у 
ах? 
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mm الفصل الثامن‎ mm 











dy ER/ ل‎ 
ахі. En -+ 0(7) 
z یل‎ -2 ۱ 





х=х 


و Л‏ هي قيمة الخطوة الثابتة بين قيم ×. لو عوضنا في المعادلة المعطاة لحصلنا على: 


Yn T 22+ Yia \ i. = 





р? 5 


Уг [ ۱ al “|, F ya = hx, 


وحيث قمنا بوضع y = y,‏ و .X = X;‏ وهكذا فنحن الآن ell‏ مشكلة حل هذه المعادلة 
الفرقية في الفترة ]1,3[ © .x‏ 
نقسم الفترة إلى оле‏ من الفترات due JE‏ مثلاً نأخذ 0.5 = А = Ax‏ فتكون بذلك قیم X‏ هي: 


x = 1, =1.5,х, 22,x, = 2.5, x; = 3 


أو أن: 





ونكتب كل معادلة مناظرة ل x,‏ على حدة وذلك كما يلي: 


х=х, =1.5 Ј 
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m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 








х=х,= 2.5 Ј 


poses Qa 


وحيث أن 2 = y,‏ و 1—= y,‏ فإنه بالتعويض نحصل على: 





—2.175 1 0 у„\ (-1.625 
l -2.150 1 y, |=| 5 
0 1 —2125Д\у, 1.625 


وبحل هذه المعادلات y, = 0.552, y, = -0.424 , y, =—0.964  :نأ дез‏ 
ولو قارنا بحلول الطريقة الأولى (الرمي) فإننا نلاحظ أنه بالرغم من بساطة التجزئة (خمس 
نقاط) إلا أن الحلول كانت معقولة. وهذا يعني بالطبع أن اختيار قيمة / له دور كبير في الحصول 
على تقريب دقيق. adeg‏ لو اخترنا 0.2 = h‏ وقمنا بإجراء نفس الخطوات المذكورة أعلاه وحسبنا 
القيم المختلفة ل y‏ فإننا نحصل على النتائج الموضحة بالجدول )13.8( والذي يوضح Саз]‏ مقارنة 

بين هذه الطريقة وطريقة الرمي. 
وهكذا نلاحظ أن اختيار 0.2 = Ax‏ = ۸ أضفى دقة أكثر. نلاحظ أيضاً أن مقدار الخطأ 
يتناسب مع h^‏ وذلك من خلال الطريقة المستخدمة. 
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mm الفصل الثامن‎ mm 


الجدول(16.8) قيم y‏ (المثال )10.8( باستخدام طريقة الفروق المحدودة وطريقة с)!‏ 














u y (الفروق المحدودة)‎ y (الرمي)‎ 
1.0 2.0 2.0 
1.2 1.351 1.348 
1.4 0.792 0.787 
1.6 0.311 0.305 
1.8 -0.097 -0.104 
2.0 -0.436 -0.443 
22 -0.705 -0.712 
2.4 -0.903 -0.908 
2.6 -1.022 -1.026 
2.8 -1.058 -1.060 
3.0 -1.000 -1.000 




















في ختام هذا البند نلخص خطوات طريقة الفروق المحدودة فيما يلي: 

1. لإيجاد حل مسألة قيم حديةء نستبدل المعادلة بمعادلة فرقية وذلك بالتعويض عن المشتقات 
بدلالة الفروق المركزية. 

2. نجزئ الفترة إلى فترات فرعية مناسبة متساوية ونكتب امعادلة الفرقية عند كل نقطة حيث 
الدالة غير معروفة. 


3. نوجد حل اطعادلات الآنية الناتجة. 
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m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية‎ mm 


تمارين (8) 


1. قارن بين طريقة أويلر وامتدادها والأكثر امتداداً. 

2 ما هي الفروق الأساسية بين طريقة أويلر وطريقة (ملن ) dà Jos‏ رنج-كوتا؟ 

3 ما هي الطرق المستعملة في حل مسائل القيم الابتدائية وف حل مسائل القيم الحدية؟ 
4 باستخدام طريقة أويلر وأويلر المعدلة وطريقة رنج -كوتا أوجد حل ا مسائل التالية: 


S coss Е(0)= 0, F(z)-? (i 


Em F(-1)=-1, FÜ=? (o 


dx 
قارن أجوبة الطرق اممختلفة و ناقش.‎ 
أوجد حل مسألة القيم الابتدائية:‎ .5 
dy 
== -ху; x,-0, у, =1 
oR y 


УА 
معطة با معادلتين:‎ f والتيار 7 والزمن‎ V ف دائرة كهربية إذا كانت العلاقة بين الجهد‎ 6 
dL e 


dt L 


وذلك عند 2 = .X‏ خذ 0.1 = © (قارن بقيم 2 (e‏ 


dt c 


> 


323 


mm الفصل الثامن‎ mm 


حيث С, L‏ ثوابت تخص الدائرة ا معنية؛ وإذا كان L,‏ = )1(0 و .V(0) - V,‏ 
فأوصف كيفية استخدام الطرق العددية ال مختلفة التي تم التطرق إليها في هذا Шай!‏ 
لإيجاد LV‏ عند أي لحظة زمنية 0 < . 

7 من قانون نيوتن للتبريد يكون معدل تبريد مادة بھواء متحرك يساوي نصف الفرق بين درجة 
حرارة المادة «Шә‏ للهواء. و إذا كانت درجة حرارة الهواء هي K‏ ^300 وأنه عند اللحظة 
0 كانت درجة حرارة المادة К‏ 370° فأحسب (uie‏ تكون درجة الحرارة مساوية ل 
K‏ 310. 

8. إذا ob ele‏ معدل الزيادة في سكان xb‏ ما يتناسب مع эде‏ السكان (وحيث ثابت التناسب 
k‏ يساوي 0.01( وأن эле‏ السكان تضاعف Š‏ 50 سنة. فأحسب متى يصبح элде‏ السكان 
ثلاثة أمثال السكان الأصليين. 

9 احسب قيمة y‏ عند 4> ex‏ التي تحقق مسألة القيم الابتدائية التالية: 


а?у dy 
- S. = 0)=1 
dx? И dx 5 y( ) 








(قارن إجابتك بالقيمة (е‏ 
0. باستخدام طريقة الرمي وطريقة الفروق المحدودة, أوجد حل مسألة القيم الحدية التالية: 


C eye ‚ »(0)-1 , (>1 





أوجد الحل التحليلي وقارن( استعمل قيمة مناسبة (h‏ 
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الحلول العددية للمعادلات 
التفاضلية الجزئية 


يحتوي هذا الفصل على: 
1.92S‏ مقدمة 


Jt 2.925‏ المعادلة التفاضلية معادلة فرقية 
کت ود مغاذلة لابا منطقة Д.а‏ 
4.925 معادلات تفاضلية مكافئية 


592$ معادلات زائدية 


92 اتزان الطرق العددیة لحل المعادلات التفاضلية الجزئية 


925 الطرق العددیة الصريحة والضمنية 
ZS‏ 8.9 الشروط الحدية وأنواعھا 
9.929 ملاحظات هامة 


9 مقدمة 

يقع العديد من المسائل في الفيزياء والهندسة وبمجالات عدة داخل نطاق هذا الفصل فعلى 
سبيل ОЧЫ‏ نرى أن مسائل تدفق الحرارة وا معادلة الموجية وغيرها يؤول حلها إلى حل معادلات 
تفاضلية جزئية؛ وعليه وجب أن نولي اهتماما للحلول العددية لهذه المعادلات. 


بعض الأمثلة على المعادلات التفاضلية АЗУ‏ 








2 2 
وهى معادلة بواسون.‎ V^u Z 0 وهى معادلة لابلاس. أو‎ V u = 0 أو‎ С 2054 
i : Ox ду 
ومثال أخر:‎ 
2 2 
9Y.q7J3  JQixek , £50 
et Ox 
بالشروط:‎ 
Oy 
0,1)20 , = 
y(0,t) à. 
Oy 
x,0 - 0 Й Fac. = 
у(х,0) 





وعموما تكون امعادلة: 
Au, tBu, tCu, +Du,+Eu, tF u= g(x,y)‏ 





معادلة تفاضلية جزثیة من الرتبة الثانية وتمثل: 
معادلة ناقصية (Elliptic)‏ 15 کان 0 > 4۸۲0 - B?‏ 
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معادلة مكافئية (Parabolic)‏ إذا كان 0 = 82-446 
معادلة زائدية (Hyperbolic)‏ 15 كان 0 > 4۸۷0 - B?‏ 


وإذا كان 8,4 و C‏ دوال في ys x‏ أو u‏ فإن هذه المعادلة يمكن أن تتغير من قسم 
لآخر عند blä‏ عدة في نطاقها. لاحظ ШЇ‏ أوردنا أمثلة نطاقها في المستوى ‚Ху‏ 

لنرجع OVI‏ إلى معادلة „МУ‏ حيث 0 - 8 و 1- ') - 4 وهي ناقصية ونحاول دراستها 
في البداية كإحدى النماذج لهذا النوع. 
9 تمثيل المعادلة التفاضلية بمعادلة فرقية 

في Jis‏ هذه الحالات يكون النطاق عبارة عن منطقة في المستوى xy‏ كما بالشكل (1.9). 
الآن لو كان ۸ = Ах‏ فإنه من خلال مفكوك متسلسلة تايلور نجد أن: 


TEALO NN‏ ا و 





2! 
Р 
f, زم‎ fG)- و‎ PU, 7 
و منهما نری أن:‎ 
Foa —2f, t Pt n + 0(1) 


h? 
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bd 
-E 

















JS JI‏ )1.9( توضيح النطاق ممسائل في بعدين 
يمكن أيضا الحصول على العلاقة: 
f = PS 2‏ , 
=ч Уп + 0h‏ 
Гле ои)‏ 


وعليه وباستخدام هذه العلاقات à‏ الملعادلة: 





Е“ (1.9)‏ = د 
تحصل على 
( ر ub,‏ جل ux, yi) 2ulx, y;‏ 
(Ax)‏ 
TEE E ET (2.9)‏ | 


-0 





(ду) 
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: لو عرفنا‎ 
Wi. مع‎ ux, y;) 
أي أن:‎ 
и, 2 ux, y;) 


فان المعادلة )2.9( تصبح على النحو: 








2и, ٦۷م‎ : Ui j+ -2u, ; TU, 5‏ - لجزلا 
)3.9( ہکا ۔ Ü А Ü,‏ 
(Ax) (Ay)‏ 
ولو أخذنا Ax = Ay = h‏ وهو الاختيار المعتاد في Jis‏ هذه الحالات فإن المعادلة )3.9( تصبح: 
1 
V^u, ; m "E 7 FU, TH HG, 4u,,]- 0 etie (4.9)‏ 


ولو رجعنا للشکل )1.9( للاحظنا أنه بالنسبة للنقطة المركزية (ху, y)‏ ؛توجد خمس نقاط 
ككل هيناً وشمالاً وفوق وتحت و عند المركز وهكذا نستطيع أن نكتب صورياً المعادلة )4.9( على 
1 
1 


Vu, 1 -4 la, 50 (5.9) 


i,j E 1,7 


1 


والمعادلة )5.9( هي التمثيل الصوري مؤثر لابلاس ذي النقاط الخمس. 
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9 معادلة لابلاس منطقة مستطيلة 


Lapalace's Equation in a Rectangular Region 

إحدى المسائل المعروفة في هذا الخصوص تدفق الحرارة باستقرار Š‏ المواد. 
ولتوضيح ذلك دعنا ندرس امثال التالي: 
مثال (1.9) 

صفيحة رقيقة من الحدید الصلب على شكل مستطيل بأبعاد 10cm x 20cm‏ ثبتت إحدى 
الحواف (10ст)‏ عند درجة حرارة 10°С‏ بينما ثبتت كل الحواف الأخرى عند C‏ 0. احسب 
درجة الحرارة عددياً عند النقاط الداخلية. 
الحل: 

لو اخترنا محاور, الإحداثیات كما بالشكل )2.9( فإنه يمكن صياغة المسألة رياضياً كما يلي: 


2 2 
0 0<x<20 , 0<y <10 
х ду 

и(х,0)= 0 

u(x,10)= 0 

u(0, y)- 0 

u(20, y) - 10 


والشروط + GS‏ في هذه المسألة والتي تتعين بها قيمة الدالة عند حدود النطاق تسمى بالشروط 
الحدية لديريكليت .(Dirichlet)‏ 
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2. 
и=0 
lüem|o 
t и=10°С 
l g=0 
x 
— 20 em R 





الشكل )2.9( معادلة لابلاس à‏ مستطيل. 


نستعمل OI‏ المعادلة الفرقية )4.9( ونلاحظ أن أي نقطة هكن إيجادها АУ‏ أربع نقاط 
مجاورة. نقوم بالتجزئة ولنأخذ في البداية» وللتوضيح» h=5cm‏ [وهي قيمة كبيرة نسبياً و 
المفروض أن نأخذ قيمة h‏ صغرة]ء ولو نظرنا للشكل )3.9( للاحظنا أن النقاط مجهولة الحرارة 
هي ثلاث بداخل المستطيل فلنسمها ,1,1 و и;‏ ولنكتب المعادلة الفرقية ثلاث مرات لنجد أن: 


2-00 -0-4u,)-0 





Flu O+u, +0-4u,)=0 





1 
(и, +0+10+0-4u,)=0 





بإعادة الترتيب Lasi‏ على المعادلات: 
—4u, + и, =0‏ 
U, =0‏ + ولاك - Uu,‏ 


u, — 4u, = —10 
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وبحل هذه المعادلات نجد أن: 


u, = 0.1786 
u, = 0.7143 
и, = 2.6786 


فيما سبق قمنا باختيار h‏ الكبيرة وهي 5cm‏ و ذلك حتى نوضح طريقة الحل ولكن إذا 
baf‏ دقة أكثر قمنا باختيار قيمة ل h‏ أصغر ؛فعلى سبيل JULI‏ لو أخذنا æl sh = 2.5ст‏ 
وبالرجوع للشكل )4.9( نرى أنه توجد 21 نقطة داخل ال مستطيل مطلوب تعيين درجة الحرارة 
عندها وهذه هي: 
d‏ 2ی 


0°С 5 يبرع‎ OC Sem 0C 5em OC бет 





5 cm 5 cm 
0° 41 “2 43 10°С 
5 cm 5 cm 











0° 3cm 0С бот OC 5em C Sem 


‚Ах = Ау = 5 ст للحالة‎ (AUN الشكل )3.9( معادلة‎ 
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oc otc otc 0С otc ve oce ve o*c 
0с 1, Т, T; T, 1; Т; Т, 10°С 








10°С 


0с 





10°С 


























050 





otc 0C vce ос 0с oc 0С 


‚Ах = Ay = 2.5 ст died) AUN الشكل )4.9( معادلة‎ 


بكتابة المعادلات كما سبق و حلها نجد أن: 

T, = 0.0353 7,-0.0499 T, = 0.0353 

Т, = 0.0913 Т, = 0.1289 T, = 0.0913 

Т, = 0.2010 Т, = 0.2832 Т, = 0.2010 

Т, = 0.4296 T, = 0.6019 T, = 0.4296 

Т, = 0.9153 Т, =1.2654 T, = 0.9153 

Т, = 1.9663 T, = 2.6289 T, = 1.9663 

T, - 4.3210 T,=5317 T, =4.3210 

نلاحظ أيضاً انه يمكن إيجاد الحل التحليلي АЙА oiy‏ وذلك باستخدام طريقة الفك 

بواسطة الدوال الذاتية أو باستخدام متسلسلات فورييه Fourier‏ وهي طريقة شائعة ومستعملة 
لحل مسائل القيم الحدية بالفيزياء. 
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لو قمنا بذلك لحصلنا على: 
u, = 0.1094‏ 

u, = 0.548 

u, = 2.6094 


ولو قارنا هذه القيم بقيم ,1,۷ و и,‏ الناتجة من استخدام h=5cm‏ » أو بقيم 
ToT‏ و و1 لتبينا مدى d$»‏ الطريقة العددية وللاحظنا Laf‏ أن مقدار الخطأ قل بكثير عندما 
وهكذا للحصول على نتائج أفضل علينا إعادة الحسابات ولكن بقيمة ل h‏ صغيرة (مثلاً: 
ст‏ 2-1 ). 
ملاحظات 
Шс .1‏ معالجة معادلة بواسون (0 = 5+ V^g‏ مثلاً) بنفس الطريقة السابقة وما يستجد 
هنا هو الحد غير الصفري والذي يضاف إلى المعادلات. 


2 توجد معادلات بشروط على المشتقة بدلاً من شروط على الدالة وسوف نعطي الطريقة لحل 
مثل هذه المعادلات فيما بعد. 


3 هكن أيضاً معالجة Holes‏ لابلاس في ثلاثة أبعاد بطريقة مشابهة غير أنه يجب أن نضع في 
الحسبان أن النطاق هنا نطاق بالفراغ بدلاً من نطاق Š‏ المستوي. 


4 لي نقوم بالحسابات العددية نلجأ إلى الحاسوب والبرمجيات المختلفة. Jia‏ هذه البرامج 
الفرعية البرنامج : SUBROUTINE LAMPTX (A,NDIM,N,M)‏ 
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وهو يضع معاملات مؤثر لابلاس في منطقة مستطيلة ب N‏ من النقاط في الاتجاه السيني 
و M‏ من النقاط في الاتجاه الصادي. ويخزنها في المصفوفة A‏ التي بعدها МОМ‏ 


5. يدخل أيضاً ضمن نطاق حل هذه المعادلات معادلة الجهد (Potential Equation)‏ 
9 معادلات تفاضلية 4:55 Parabolic Differential Equations‏ 


يوجد العديد من ال مسائل التى تدخل ضمن هذا النطاق deg‏ أحدها هى مسائل التدفق 
الحراري للحالة غير ا مستقرة Unsteady-State Heat Flow‏ ؛ ففي بعد واحد تكون المعادلة هي: 








д?и ди 
K DE à dee (6.9) 
w Pa 
هنا :د تمثل الإحداثي السيني (الطول ) و الزمن وف بعدین, أي في المستوىء 0553 ا معادلة‎ 
v 
Qu д?и Qu 
k ۱ EOD мшш. 7.9 
E: 2 07 (79) 
بینما في ثلاثة أبعاد تكون المعادلة على الصورة:‎ 
Qu u u ди 
k | ; وم ت‎ ә 8.9 
Ë ду? 2 P د‎ 


Li‏ بالنسبة للشروط الابتدائية والحدية يمكن أن تكون بالنسبة لبعد واحدء عبارة عن: 
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u(x,0)= f(x) 


и(0б)=с, , u(Lt)-c, 
ثوابت.‎ c, حيث ,© و‎ 


وللبساطة نعتبر ا مسألة في بعد واحد ونتبع الطريقة الصريحة والتي glu‏ على Sò‏ تفاصليها 
فيما بعد. 
من ال معادلة )6.9( تكون المعادلة هي: 


2 
Qu cp ااا ااا‎  ——/" (9.9) 
ox? К д 


نستبدل المشتقات بالفروق лед)‏ أن: 

















д?и uj, —2uj] + u], Ў 
= — الا‎ + 0[Ax 
ex? = (Ax) ( ) is (10.9) 
3 
ди иі! иј 
| — + 04 

or A К سی‎ (11.9) 
حيث:‎ 


adeg suj m u[x,,t,)‏ من المعادلتين )10.9( و )11.9( في المعادلة )9.9( نجد أن: 


ji КА i pui |+|1 ЖА |, 12.9 
и; امطاب‎ (ui, uj) انت‎ 4. (12.9) 
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الآن نجزئ الفترة إلى فترات فرعية متساوية وحيث إن U;‏ معلومة نستطيع أن نحصل على 
u‏ عند f,‏ من المعادلة السابقة وكذلك باستعمال الشروط الحدية. 
نلاعظ أيضاً أن Ax‏ و At‏ لقيمهما النسبيتين تأثير في الحصول على حل متقارب» وكما سنرى 
من اتزان الحلول العددية مثل هذه «УЫ‏ فيما بعد انه يوجد شرط على المقدار: 
k At‏ 
б ES‏ 
cp(Ax)‏ 





; 1 : 
فإذا ما کان É‏ أكبر من 5 olè‏ حالة عدم الاستقرار أو (Instability) SLI‏ تظهر بينما 
إذا أخذنا ي أقل من أو تساوي 7 فإننا نحصل على حل دقيق ومتزن. 


وإذا كانت = Ç‏ فان المعادلة )12.9( تصبح على الشكل: 


| : 1 : 
uj" = n2 EN uj) ai: (14.9)‏ 
نلاحظ أن اختيارنا لقيمة Ç‏ سيحدد قيم (Ar)‏ و Ax‏ بدلالة بعضهما البعض فلو كانت 
C =‏ واخترنا Ax = 0.25 ст‏ فان Ar = 0.206sec‏ وذلك في حالة استخدام مادة الحديد 
الصلب والذي هتلك الثوابت: 


= 0.11 cdl 
c-0 6 


p-2788/ , 


cm 


k = 0.13 cal 
‚ к" 
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مثال (2.9) 


إذا أعطيت صفيحة كبيرة مسطحة من الحديد الصلب 2cm LS‏ وإذا كانت درجة 
الحرارة الابتدائية بالصفيحة كدالة في المسافة من أحد الأوجه تعطى بالعلاقة: 


u-100x , 0<х<1 

u-1000-x) , 1<х<2 

أوجد الحرارة كدالة في × و ۶ إذا ثبت الوجهان عند درجة C‏ 0°. 
الحل: 


كما سبق و أن تحدثنا Š‏ هذا البند نرى أن اختيار Ax = 0.25 cm‏ سيؤدي إلى تجزئة الفترة 
الزمنية إلى فترات فرعية طولها 0.206 = ‚Аг‏ 


نعلم أيضاً أن الشروط .الحدية هي: 
u(0,t)=0 , uļ2,t)=0‏ 
كما أنه من الشروط الابتدائية نرى أن: 
и(х,0)=100х , 0<х<1‏ 
-100(2-x) , 1<х<2‏ 
ويمكن التعبير عن هذه الشروط بطريقة آخریء بعد التجزئة وذلك كالآق: 
الشروط الحدية: 


uj, =0‏ و0- иі‏ لكل j‏ وحيث № هي sas‏ فترات x‏ الفرعية. 
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الشروط الابتدائية: 
u; -100x, , 0> <1‏ 
и? =100(2-х,) , 1<x, <2‏ 
وهكذا وبنفس الطريقة ا متبعة بالبند السابق نستطيع أن نحسب كل صف من قيم и‏ 
المقابل لقيمة زمنية معينة . فعلى سبيل JULI‏ الصف الأول ويقابل القيمة الزمنية 0 = f,‏ مكن 
حسابه مباشرة من الشروط الابتدائية لنحصل على: 
2 1.75 1.50 





0.75 | 1.0 1.25 








0 0.25 | 0.5 
50 25 0 














100 |75 














25 50 75 











لحساب cu;‏ أي عندما نزيد الفترة الزمنية بمقدار 0.2065‹ فإننا نستخدم القيم السابقة 
والمعادلة )14.9( والشروط الحدية للمسألة. فمثلا لحساب uj‏ نرى أن: 








1 1 
ii (= 0 -0)2 25‏ ا۔۔ u!‏ 
كذلك نرى أن: 
L(154 25) - 50‏ - زفي 0 = u!‏ 


وهكذا نستطيع الحصول عل بقية القيم بالصف وبذلك تكون قيم uj‏ على النحو 
)0.2065 = ): 


1.75 2 





1.0 1.25 | 1.50 





0.25 | 5 0.75 


75 75 75 50 


25 0 
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علي نفس المنوال نستطيع حساب UF‏ ويمكن بسهولة التوصل إلى القيم عند 0.4125 =1 
على الصورة:. 


X; 0 0.25 | 0.5 0.75 | 1.0 1.25 | 1.50 | 1.75 2 








u? |0 25 50 625 |75 | 62.5 |50 25 0 






































وهكذا يمكننا باستخدام الشروط الحدية والابتدائية وا معادلة )14.9( الحصول علي قيم и‏ 
عند أي لحظة زمنية معطاة بالعلاقة: ۵۶ - t‏ 


حيث 0.2065 = At‏ و 7 عدد صحيح موجب. 
لا يفوتنا ملاحظة التماثل الواضح في هذه المسألة و المرتبط بالتأكيد بالشروط الابتدائية. 
ОУ!‏ بالرجوع للحل التحليليء والذي يمكن التوصل إليه p‏ متسلسلات فوریيه نرى أن: 


и = 800) буйр zi (2n +1)лт(х- D emen 
71+ 


2 
وإذا قمنا بحساب И‏ لقيم مناظرة للقيم التي تم حسابها فيما سبق فإننا лез‏ أن الخطأ في 
الحل لا يتجاوز 4%‹ وهذا يوضح مدى صلاحية الطرق العددية في مثل هذه المسائل. 





Hyperbolic Equations معادلات زائدية‎ 9 


تمثل هذه المعادلات القسم الثالث والتي من أهمها في الفيزياء ا معادلة الموجية التي تصف 
تذبذب .وتر مثلاً؛ والمعادلة التفاضلية في هذه الحالة هي: 
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8× Тв ôy 
Oo?) w дух” 


حيث y‏ هي الإزاحة الرأسية و w‏ الوزن لوحدة الطول و T‏ قيمة الشد الثابتة في الوتر و 8 
عجلة الجاذبية و x‏ الإزاحة الأفقية. 


نقوم مرة أخرى باستخدام الفروق المحدودة ونكتب: 


yb sy WD yl - 227 + ر‎ 
(Ar) w (Ax) 





det‏ 2 و تان 








ja — T g(At) E. او راز‎ T g(At j 16.9 
yi w(Ax (v, y4) Yi w(Ax) У; 079077 ( رو‎ 
ولو قمنا باختیار‎ 
T s (Ar) 
= =1 
е, 
ol او‎ 
Ax 
м بر‎ seu (17.9) 
w 


yt = у], + 395 — yi Wan (18.9) 


لاحظ أن y"‏ تعتمد على الشروط عند Fas]‏ 
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مثال (4.9) 
خذ في الاعتبار المعادلة الموجية: 


7 
у, = 6^ y, GE 4 


و الشروط الحدية: 


والشروط الابتدائية: 

x , 0> > 0 

y(x,0)= 

20-x, 10<х<20 
Blass سرعته الابتدائية صفر والإزاحة الابتدائية‎ 20cm وتر طوله‎ oiis المسألة تمثل‎ ois) 
كما أن طرفيه مثبتان)‎ y(x,0)> 
فأوصف كيف تقوم بحل هذه المسألة عددياً.‎ c — 10 cm/s وإذا كان‎ 
(وذلك لسهوله التوضيح) فان‎ Ax = 5 ст باختيار‎ ab من معطيات المسألة وإذا أخذنا 1= ي‎ 
‚Ат = 0.5 5 
АЗУ الآن نترجم الشروط المختلفة‎ 


لشروط الحدية: 
as АХА оле зљ п а= уі=0 , уі =0‏ لع 
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الشروط الابتدائية: 
y =x, , 0<х, <10‏ 
-20-x, , 10<x, 0‏ 
yj = y; э‏ 


الآن عند 0 = ٦‏ نرى أن: 
х 0 5 10 15 20‏ 
y 0510 5 0‏ 
وحيث إن ab y; = y?‏ عند Jas t= 0.5 s‏ على: 
x, 0 5 10 15 20‏ 
0م 5 10 5 0 у‏ 
باستخدام المعادلة )18.9( وا معلومات السابقة من Y;‏ و у;‏ و الشروط حدية والابتدائية نستطع 
كتابة الحل ل 15 АЗУб  -‏ 
x 0 5 10 15 20‏ 


£ 


x» 05 0 5 0‏ 
وهكذا نستطيع» بنفس الطريقة» AUS‏ الحل عند وا و يا و. ... الخ. 


نرجع الآن لسبب اختيارنا للعدد Ç‏ على أنه الوحدة. هذا الاختيار بالطبع خاضع لكل 
استفسار وعن مدى صلاحيته. 


عموماً إذا اختيرت النسبة أكبر من الواحد فإن التقارب يكون غير مؤكد. أي أن اتزان الطريقة 
مرتبط بوحدة هذه النسبة. 
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من المدهش حقاً أنه إذا كانت النسبة أقل من الواحد فإن الدقة تكون أقل؛ بينما تكون 
دقيقة جداً عندما تکون 1 - „С‏ 
كل هذا يقودنا للحديث عن اتزان الطرق العددية لحل مثل هذه ال معادلات وهو ما سنقوم 
بعمله بالبند «ЈМ‏ 
9 اتزان الطرق العددية لحل المعادلات التفاضلية الجزئية 
Stability of Numerical Methods to Solve‏ 
Partial Differential Equations‏ 
عندما نتحدث عن تقارب الحل У‏ معادلة تفاضلية Ule alè‏ أن نربط بين ذلك وبين 
مفهومين مهمين وهما عدم التناقض (Consistency)‏ والاتزان (Stability)‏ 
عدم التناقض 
هذا يعني أنه إذا قرب أي حل عددي (باستخدام الفروق المحدودة) حل Ао‏ تفاضلية ما 
فإنه لا يمكن أن يكون حلاً لأي معادلة أخرى. وهذه الخاصية تعتبر دائماً صالحة أو مضمونة ولا 
الاتزان 
وتعتبر هذه الخاصية شرطاً ضرورياً وكافياً للتقارب. وتعين خاصية المعادلة الفرقية التي 
استعملت kuis Wig dol‏ 0 ج At‏ وحيث عندئذ تتواجد نهاية عظمى للمدى الذي تكبر إليه 
أي معلومةء صادرة عن الشروط الابتدائية أو قد نتجت عن الشروط الحدية أو برزت من خلال أي 
نوع من الأخطاء الحسابیةء في حساباتنا. 
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ويمكن اختبار هذه الخاصية باستخدام مفكوك فورييه وتعريف معامل تكبير 4 ووضع 
الشرط 1 > || على هذا المعامل وبالتالی نصل إلي الشرط الذي تحققه .Ç‏ 
غير أنه يمكننا مناقشة هذه المسألة أيضاً بالرجوع لمسألة القيم الذاتية. 
Ax = Ах‏ 
ونتذكر أنه ل N‏ من القيم الذاتية اللختلفة تكون المتجھات الذاتية مستقلة Ыл»‏ لتوضيح 
ذلك نرجع للمثال )2.9( وهو مثال تدفق الحرارة في الحالة غير المستقرة؛ وحيث إن التجزئة إلى 
۷ من النقاط تعطى مركبات متجه الحل للمعادلة وهي: 


ul" = cluj, * uj, )+ (1 = 2¢ uj 
على الصورة:‎ АЙЫ فإنه يكن كتابة‎ 




















[^] [1-24 ¢ 0 ооо о Tu 
yz" ¢ (1-22) ¢ ооо. 0 
: 0 1-2 : : 
_ Ç )1-24( i .... (19.9) 
0 0 Н 
a 
и! | | 0 0 58 3 (1-2£)] uj | 
فإننا نرى أن:‎ А ورمزنا للمصفوفة المربعة ب‎ u^ ولو تجاوزنا وكتبنا ا متجه على النحو‎ 
u = Аиі = Au? =...... = Alu? 


346 


m m الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية‎ mu 


وهكذا نرى كيف ينتشر الخطأ من e^‏ ؛ هكن أيضا كتابة الخطأ بدلالة القيم الذاتية 7 ل A‏ 
والمرکبات الاتجاهية المماثلة x,)‏ ( على النحو: 


Усх,‏ = اع 
ї=0‏ 


وهكذا من هذا المفكوك نرى أنه إذا كانت القيم الذاتية اقل من أو تساوي الواحد فإن 
الأخطاء لا تتزايد. أي أن الحسابات متزنة وهذا يعني أنه يمكن كتابة الشرط التحليلي للاتزان 
کالاتی: 


((لكي یحصل اتزان بالحسابات يجب أن تكون أكبر قيمة ذاتية لمصفوفة ا معاملات (A)‏ أقل من 
أو تساوي الواحد (а)‏ 
بالرجوع للمثال السابق وبالنظر للمصفوفة А‏ بامعادلة )19.9( نرى السبب في کون 


1 
a= 
Explicit and Implicit Numerical Methods الطرق العددية الصريحة والضمنية‎ 9 


حتی الآن تم استعمال الطريقة الصريحة لحل المعادلات التفاضلية الجزثیةءفیھا يتم استخدام 
شبكة معينة من النقاط بالنطاق pug‏ حساب и‏ صراحة للنقاط غير المعلومة بدلالة قیم и‏ 
المعطاة بالمسألة. وباستعمال هذه الطريقة الصريحة يجب التحقق من تقارب کل مسألة؛ أي أنه 
يجب التأكد في كل معادلة تفاضلية من أن القيم العددية المحسوبة تمثل تقريباً للقيم الحقيقية 
للحل. 


أو بمعنى آخر لو كان الخطأ هو diga) W‏ الفرق بين الحل التحليلي dala‏ 
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العددي)؛ فإنه يقال عن طريقة الفروق ال محدودة بأنها متقاربة إذا کان 0 ج W‏ عندما 
0 ج Ax‏ و 0 Лг‏ وهذا بدوره يضع شرطاً على بعض الكميات بالمعادلات التفاضلية كما 


v‏ به 
ôt Ox)‏ 


ТА 1 





ср(Ах) 2‏ 
بالنسبة لمعادلة تدفق الحرارة - الحالة غير ا مستقرة و: 
“تداع T‏ 
ncc md‏ 
(Ах)‏ 
بالنسبة للمعادلة الموجية. 
ولقد رأينا بالبند السابق كيف نصل إلى مثل هذه الشروط. 
كمثال آخر على استخدام الطريقة الصریحة, لو أخذنا المسألة: 


0«x«1,0«t«T 


بالشروط الابتدائية: 
и(х,0)= f(x) 0> >> 1‏ 
والشروط الحدية: 
и(0,:)= g,(r) 0> 7‏ 
u(Lr)2 g,(r) ٥> >7‏ 
ob‏ المعادلة الفرقية هي: 
Sulis „+ (1— 2A), „ + Au‏ 


i+l,n 
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_ At 
(Ax) 
ويكون هذا الحل متقارباً إذا كان >0 . وكما نرى أنه لحساب ,لا نستعمل ثلاث‎ 


И Jj el‏ وهي Uian Hia, 9 Uin‏ كما هو موضح بالشكل (5.9) والذي مثل شبكة النقاط 


(жї) 

















i 


الشكل )5.9( الطريقة الصريحة 


هذا عن الطريقة الصريحة» Ll‏ الطريقة الضمنية فإنها تستخدم صيغة أخرى لحساب الفروق 
وذلك ЗУБ‏ (بالنسبة لنفس املثال): 


u. u 2u +u, 


ind “in بر را‎ — "ind i+1,n+1 


u 





At (Ax) 
بدلالة‎ Up, عند حساب المشتقة الثانية وبذلك تحسب‎ Г, أي أنه تم اعتبار النقطة عند‎ 
(6.9) كما بالشكل‎ Usa 3 Ui n+ 3 Uiii n+ النقاط الثلاث‎ 


349 


mm الفصل التاسع‎ mm 


والميزة في استخدام الطريقة الضمنية هو أنها تتقارب Lus‏ 0 ج Ax‏ و 0 Аг‏ بغض 
At‏ 


£ 
t | j | 
pce 
Xj 5 
الشكل (6.9) الطريقة الضمنية‎ 


Boundary Conditions and Their Kinds الشروط الحدية وأنواعها‎ 9 


ونحن نتكلم عن الشروط الحدية نفترض أن القارئ لابد وأن مرت به الأنواع المختلفة لهذه 
الشروط؛ غير أنه لا بأس أن نتعرض» من خلال مثال Да‏ لهذه الشروط في عجالة وكيفية معالجتها 
عند تحويل المعادلة التفاضلية إلى معادلة فرقية: 


لنأخذ المثال: 
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и = u(x, y,t) 

معرفة Š‏ منطقة R‏ (محدودة ) في المستوى .Xy‏ ہکن أن تكون الشروط الحدية АЗУ‏ 
1. شرط ديريكليت (النوع الأول) ‚и = g‏ 
2 شرط نيومان (النوع u, + Bu, = g (QUI‏ &. 

( ,1 اطشتقة المماسية و и,‏ المشتقة العمودية). 
bè .3‏ روبن(النوع الثالث) 8 = аи, + Bu, +7 u»‏ 

وحيث 6,7 ,0 و 8 كلها ثوابت. 

وترجمة مثل هذه المسائل إلي فروق محدودة تعتمد عل الشرط الحدي ا معين.فلو أخذنا في 
هذا JULI‏ الشرط الحدي: ۷+٥۷ g‏ - عند 0 = x‏ ؛فاننا نرى أنه لحساب и,‏ و Us,‏ لن 
تكون هناك أي مشكلة ولكن المشكلة تكون في حساب Uy‏ 


لعمل ذلك نركز على النقطة j)‏ ,0( ثم نستخدم مفكوك تايلور لحساب иу;‏ بدلالة ио;‏ 
ومشتقاتھا؛ أي أن: 





و 
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وبذلك نرى ol‏ 





„= lu, Ho; u (Ax) (Ax) 


الآن باستخدام الشرط الحدي 8 — и, = du‏ نحصل على: 








и = ۷إ‎ (a Ах i Du, ; g(Ax)- 0(Ах) 


وبذلك تكون المعادلة الفرقية للمسألة عند j)‏ ,0( هي: 
2 


(Ax) 


lu, ш (а Ах + 1 ужа = e(^x)] 


=] | 
+ 2 Wo }+1,л+1 —-2us ina — Mo ind 
(Ау) 


== 


— Uo nl 7 jun 
At 
أي‎ ( (и, = 0) لاحظ أنه في مسائل التوصیل الحراري ولو كان الجانب 0= × معزولاً‎ 
تأخذ الشكل البسيط:‎ (0, j) )فإن المشتقة الثانية عند‎ a = g = 0 أن‎ 
2 


U = (Ax) lu, ua] | O(Ax) 





9 ملاحظات هامة 

1. م نركز على التفاصيل الرياضية بالبنود السابقة وخصوصاً ببند الاتزان والشروط الحدية وذلك 
ОУ‏ موضوع الكتاب هو الطرق العددية؛وهذا يعني أننا نستخدم الطرق ونترك للقارئ المهتم 
أو للرياضي الخوض في التفاصيل الرياضية والبراهين المختلفة ولن نجد الوقت هنا لغير 
التطبيقات. 
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في حالة تواجد مشتقات من الرتبة الثانية مع مشتقات من الرتبة الأولى كما في حالة 
الإحداثيات الأسطوانية أو الكروية فإنه (Уба)‏ استخدام التقريب: 


2 
д и 1ди uj,-2u;-u;, , 


1 دبلا - ربزلا‎ 
or rôr (Ar) "n 2Ar 


وحيث قمنا بتقريب الجزء الثاني باستخدام الفروق امرکزیة. 

لقد قدمنا في دراساتنا السابقة للطرق الصريحة والضمنية ولكن بشكل عام . في الحقيقة توجد 
طرق متخصصة مثل طريقة ELIS‏ ونكلسون وطريقة دوفورت وفراكل» وطريقة بركات وكلارك 
وغيرهم وللقارئ المتلهف للاطلاع على مثل هذه الطرق أن يرجع للمراجع الموجودة بآخر هذا 
الكتاب. 
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تمارين )9( 

1. استعمل مؤثر لابلاس في الإحداثيات القطبية لكتابة المعادلة الفرقية ل 20.2 V^u‏ على 
منطقة نصف دائرية نصف قطرها A‏ خذ 1= 47 و =Z‏ ۸۵0 . والشروط الحدية هي 
0ھ и‏ على الحافة المستقيمة و 0 = и‏ على الحافة الدائرية. 

2. أوجد الحرارة عند s‏ 2.062 = 1 في ЈЕ‏ )2.9( الذي يتناول تدفق الحرارة في الحالة غير 
المستقرة وذلك إذا كانت : 


u(x,0) = 100 sin 
قارن بالحل التحليلي:‎ Ax = استعمل الطريقة الصريحة ب‎ 
1008 =) 
2 
بعدين عند النقطة‎ à وذلك عند استخدامها‎ AJLI التقريبات الفرقية‎ Ао تحقق من‎ 3 


٥٥ ui» j Au, , ; ۱ би, Аиа Fu 2 š 
| === : : : = + 0) نك‎ | 
до“ (Ах) ا‎ 








2 — — 
д u = Hi Uii j+ Ир, +U ja 


` OxOy A(Ax (Ay) 
أكتب المعادلات الفرقية للمعادلات التفاضلية‎ .4 





Arv) ب)‎ 


Ux EU, Tu, = u, (1 
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=Ë 


.U, — ku, =e (o 
и, — ku, — ru = q(t) (e 
.U, =c°u + Qsin ot (> 
للمعادلة التفاضلية:‎ boss أوصف طريقة حلكء‎ .5 
u, — ku „ = q(x,t) 0<x<L,t>0 


بالشروط : 


6. أكمل حل ا مثال )4.9( وذلك لتشمل اللحظات الزمنية حتى sec‏ 5 = 1. 
7 قم بحل المعادلة التفاضلية الجزئية التالية عددياً: 


© > ج > 0 , 2 > <( > 0 , ه >< > 0 Tu, =u,‏ رولا + بورلا 
u(x, y,0) - f(x, y) 0«x«a,0«y«b‏ 


,y,c)= 0 0<x<a,0<y<b 


u(x,0,z)= u(x,b,z)= 0 0«x«a,0«z«c 


y,z)-u(a,y,z) 20 0<y<b,0<z<c 
. (تمثل هذه المسألة إحدى معادلات لابلاس في ثلاثة أبعاد)‎ 
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1102$ طريقة العناصر المحدودة 


21042$ شو وديا اون 


310,29 بعض التوزيعات الإحصائیة 





0 طريقة العناصر المحدودة (تقديم) Finite Element Method‏ 

لقد تعرضنا في الفصلين الأخيرين إلى طريقة الفروق المحدودة في حل مسائل القيم الذاتية 
وهي صالحة ودقيقة إذا ما كانت هندسة المسألة بسيطة [ مستطيل مثلاً]؛ غير أنه في حالة كون 
النطاق تحت الدراسة مركبا أو معقداً فإننا نستخدم طريقة العناصر المحدودة. 

في إيجاز كبير تتلخص طريقة الفروق ا محدودة في LLS‏ المعادلة التفاضلية للمسألة عند 
dli‏ معينة بعد تحويل النطاق إلى شبكة من النقاط وبالتالی تمثيلها بمعادلة فرقية وإيجاد الحل. 
ولكن» وكما أسلفناء لهذه الطريقة عيوبها والتي تتمثل في ضرورة وجود تجانس بالمسألة وكذلك 

ولكن لو كانت هندسة Ghil‏ غير منتظمة أو أن الشروط الحدية ليست تلك المعتادة أو أن 
الأوساط غير متجانسة [مادة الصفيحة مصنوعة من معدنين مختلفين مثلاً]ء فإننا نستخدم طريقة 
العناصر المحدودة حيث يتم تقسيم النطاق إلى مناطق ذات أشكال سهلة- أي تقسيم النطاق إلى 
f" ele"‏ ثم نوجد الحل التقريبي للمعادلة التفاضلية لكل من هذه العناصر. كما يتم ربط هذه 
العناصر ببعضها البعض لإيجاد الحل الكلي. أي أن المعادلة التفاضلية تحقق بشكل قطعي (أي 

وهكذا فإننا في مثل هذه الحالات نقوم باستخدام العناصر بدلا من الشبكة المستطيلية؛ وهذا 
يعطي تقریباً أفضل لتلك المنظومات التي تملك УКА]‏ غير منتظمة. [أنظر الشكل (1.10)]. 
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الشكل )1.10( توضيح لطريقة العناصر المحدودة 
والخطوات التي تمر بها العملية المذكورة آنفاً هي كما يلي: 
1( الفصل (Discretization)‏ 


في هذه الخطوة يتم تقسيم نطاق الحل إلى pobe‏ محدودة وحيث تسمى نقاط RbUS‏ 
ا مستقیمات, التي تكون أضلاع العناصرء بالعقد nodes‏ كما تسمى الخطوط بالخطوط العقدية 
(nodal lines)‏ أو بالمستويات. في الشكل )2.10( نوضح العقد والخطوط العقدية في بعد واحد 
وفي بعدين وفي ثلاثة أبعاد لعدة نطاقات: 
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عنصر خطي 
+ 
عاندة 
£ 
[ll‏ بعد واحد 
D‏ ^^ 
[ب] بعدين 





[Z]‏ ثلاثة أبعاد 
الشكل (2.10) العقد والخطوط العقدية في عدة أبعاد 


2( معادلات العنصر Element Equations‏ 
نكتب معادلات الحل لكل عنصر وذلك كما يلي: 
أ نقوم باختيار دالة مناسبة بمعاملات لاستخدامها كحل تقريبي. 
ب) ‏ نحسب هذه المعاملات بحيث تكون الدالة ملائمة للحل. 
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وف المعتاد یتم استخدام حدوديات من درجة معينة. مثلاً في بعد واحد لو استخدمنا الدالة 
املاتمة: 
у(х) = а„+ах шшш (1.10)‏ 

وحيث X‏ هو المتغير ا مستقل و у‏ المتغير التابع» كما نلاحظ أن у(х)‏ يجب أن تمر بنقطتي 
نهاية العنصء أي أن: 


y =а, +ах‏ و و43 + ,4 > у,‏ ] وحيث y, = у(х,),і=12‏ [. وطثل هذه الحالة 


نجد أن: 
)2.10( بين йы ENS‏ 
ХХ‏ 
9 
)3.10( بيه а, = л‏ 
X, = Ху‏ 
у(х) = N (х)у, + №,(х)у, Au (4.10)‏ 
وحيث: 
Xs — X‏ 
)5.10( سس C ll r.‏ .. کك 2 NG)‏ 
Xx Ху‏ 
و 
X— X‏ 
N) C C C ane. n (6.10)‏ 
X2 7 X1‏ 


وتمثل у(х)‏ دالة التقریب (أو املائمة)؛ بينما تمثل N,‏ و ر۷ دالتي الاستكمال. 
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بعد اختيار الدالة نقوم بحساب أجود ملائمة وذلك بالطرق المعروفة؛ وهذا يقودنا بالتالی إلى 
معادلات جبرية خطية نكتبها في شكل مصفوفة على الصورة: 


KE: ээ, (7.10)‏ 
وحيث K‏ هي مصفوفة الغلاظة Stiffness matrix‏ وهي ذات علاقة بالعنصر. و Y‏ هي متجه 
بالمجاهيل عند العقد؛ كما أن F‏ قمثل المؤثرات الخارجية للمسألة [قوی(دوال مصدر) مثلاً]. 


(Assembling) التجميع‎ (3 

à‏ هذه الخطوة نستعمل مفهوم الاستمرارية للربط بين معادلات العناصر الفردية التي قمنا 
باشتقاقها وذلك بغية الحصول على التصرف ال موحد للمنظومة ككل. نذكر بوجود عقد مشتركة. كما 
لا ننسى وجود الشروط الحدية والتي يجب وضعها في الحسبان وكذلك استعمال الطرق المختلفة 
لحل المعادلات الناتجة والتي سبق وأن تعرضنا لها بالتفصيل بالفصل الخامس. 
مثال (1.10) 

للتبسيط نعطي هنا Ilis‏ في بعد واحد وذلك عن معادلة بواسون لانتشار الحرارة في بعد 
واحد: 





а?Т 
dx? v 6) 


× = £ إلى‎ х= 0 من‎ эле والانتشار هو على طول قضيب‎ öh هي مصدر‎ g(x) 


363 


mm الفصل العاثر‎ mm 


ونهاياته محفوظتان عند T, = T(0,t)‏ و (,/)7 2 ,0(7 GS (r2‏ بالشكل )3.10( : هذه 
дшш‏ هي مسألة قيم حدية عادية. والمطلوب هو إيجاد .T(x)‏ 

I‏ لو сеј‏ القيم 4070 - T,=200°C,T‏ و /=10ст‏ و g(x)210‏ فان 
الحل يكون كما يلي: 


الشكل )3.10( انتشار الحرارة في قضيب طوله /. 


نفترض T(x) = ax? «bxc ob‏ عندئذ نرى أن: 
А dT‏ 

а= -5 آن:‎ sy ومنها‎ — = 4 
dx 


ومن الشروط الحدية نجد أن : 





с=40 


200 = —5(100)+10b + 40 


أى أن: 
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ويكون الحل عندئذ هو : 
Т(х) = -5x? + 66x + 40‏ 
الآن باستخدام طريقة العناصر المحدودة تكون التجزئة البسيطة هي عناصر ذات أطوال 
متساوية ولتكن من أربع قطع متساوية بخمس عقد كما هو مبين بالشكل (4.10). فمثلاً للعنصر 
الأول تكون نهايتاه هما العقدتين 1 و 2. 
5 4 3 2 1 
العنصر „ай pll‏ الأول 


الشكل (4.10) العناصر للمثال (1.10) 





نكتب الآن معادلات العناصر الأربعء حيث نقوم بتقريب توزيعة درجة الحرارة بالدالة: 
T - NT, + N,T,‏ 


أي أنه لدينا تقريب خطي بين العقدتين. 


نستخدم الطريقة المباشرة للوصول إلى المعادلات المطلوبة» وحيث نلاحظ من بداية المسألة 


أن العلاقة بين فيض الحرارة (q)‏ وانحدار درجة الحرارة P‏ 7 
X‏ 


dT 
آم سے‎ ^^ 
f 8 


وحيث K'‏ هو معامل التوصيل الحراري. ونرى انه عند العقدة 1 : 


T, — T, 
=—/' 2 1 
1 E 
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T, - T, 
d, E 1 2 ١ 
X) x, 
هذه المعادلات على الصورة:‎ LLS ويمكن‎ 


а (SE و(‎ a =h Z|) 


dx dx 


Ul‏ خلال العقدة 2 فإن: 


ومن هذه ال معادلات مجتمعة نستطيع أن نكتب( في صورة مصفوفية): 


. : 
X —x >-1 1 JU, 200)‏ 
ах‏ 
وتصف هذه المعادلة المصفوفية تصرف عنصر نموذجي للمنظومة تحت الدارسة. 


غير أن هذه المعادلة يجب أن تعدل انطلاقا من الشروط الحدية المعطاة liag‏ یستوجب القيام 
بتكاملات معينة نصل من خلالها إلى ا معادلة النهائية وهي: 








1E یئ‎ 


X, = х 


ат "‏ 
٣۶‏ ۷ 8ا 
والحد الأخير هثل حد التأثيرات الخارجية. 


ننوه إلى أن الوصول إلى المعادلة ا مصفوفیة الأخيرة ليس أمراً Sua‏ ولكننا قمنا باختزال эде‏ 
كبير من الخطوات. والسبب في ذلك هو أننا نعطي هنا فكرة مختصرة جداً 
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عن طريقة العناصر المحدودة ولا يتسع المجال إلى ذكر التفاصيل. ومن يهمه الأمر الإطلاع على 
الآن لو عدنا للمثال وبا معطیات الخاصة فإننا نستطيع كتابة المعادلات لکل عنصر وذلك كما 
e‏ 
Ax 22.5 ст isb‏ لنرى أن : 
x) 25 (2.5-х‏ 
N (x)dx)= | 10 dx - 5‏ 
[або мда) = ро 2222)‏ 


x 





كذلك نجد أن: 





J, 8(0 NG)ax)- [^w 2 =12.5 


وهكذا 0955 المعادلات هي: 
0.4T, - 0.47, = 0‏ 
X‏ 


- 0.417, + 0.4T, = De) 12.5 
X 


نقوم بعدئذ بكتابة كل المعادلات АЫ‏ لبقية العناصر وهي خمسة . وبجمعھاء مع الوضع à‏ 
الاعتبار الشروط الحديةء عندئذ дед‏ أن: 


х) 0.47, --3.5 
dx 
0.8T, – 0.47, = 41 
— 0.47, + 0.817 - ر047‎ =25 
—0.4T, + 0.87, =105 





0.4Т, id (x,)= -67.5 
dx 
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و حل هذه بسيط ويعطي النتائج التالية:‎ 


dT 0 
> = C 
(0) 66 "A 


Т, =173.75° С 
Т, = 245°С 
Т, = 253.75°С 
dT o 
€" (о\—=—зд4 C 
7 00(- -4 С н 
حول تربيعات جاوس‎ 0 
لقد تعرضنا في السابق في البند (3.4)-د إلى طريقة جاوس للتكامل (أو ما نسميها أيضا‎ 
وحيث‎ X, بتربيعات جاوس) وعموماً وكما ذكرنا حينئذ أن الحل يكمن في تعيين ,© و‎ 
.وفي ذلك نستخدم‎ XS و‎ CS آنية في‎ Yole إلى حل منظومة‎ Чә والأمر‎ ti =1,......‚П 
. طريقة معينة مثل طريقة جاوس - سيدل‎ 
هذه المجاهيل باستخدام طريقة جاوس - سيدل‎ Jib في هذا البند نعطي حسابات حاسوبية‎ 
)2.10( وذلك بلغة © [الشكلان (5.10)-(6.10) ]؛ كما نعطي أيضا النتائج في الجدولين (1.10) و‎ 
في حالة استخدام نقطتين وثلاثة نقاط على التوالي. هذا ويمكن للقارئ أن يقوم بالتعميم لعدد أكبر‎ 
من النقاط؛ غير أنه لابد من التنويه بأنه يجب كتابة اممعادلات الآنية أولاً.‎ 
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&include«stdio.h» 
Sinclude«conio.h» 
#include<math. h> 


main) f 


float x,y,z 
double X1, 0 n. f2,k=0. 5,kk=0. 333; 
int i-0, nn-2, nnn=3 : 
/ ;mm-3; 
rscr(); 
printf(”Nt THE solution FOR eqe.IS: Nn"); 
га аы жалда يت‎ nnn"); 


xzf1;y-f2;z-X1;0-2X2; 
Berpi 
С f1*x1)/f2; 
i (2/3-Cf2*C powC x, nn)))/fl); 
pow(X1,k); 
x2-(- )۰ع‎ poc x, nnn)))/f2) ; 
( DONC X2, 


iwhilec(fabs(f1- x) &&fabs (f2-y)&&fabs (X1-z)&&fabs (X2-0) )>10E-5) ; 


printf("i=%dxvnrfl=%fxnXrf2=%fNXnVrxX1=%fxnXrxX2=%f",i,fl,f2,x1,x2); 
getchQ;) 


الشكل )5.10( تربيعات جاوس بلغة C‏ لنقطتين 









W امن انون‎ y 


IML solution FOR ефе. 232 
afe. So ززم‎ 2-7 0,5) 288 — 1-1 62-5 





gm 
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mm الفصل العاشر‎ mm 


#include<stdio.h> 
#include<conio.h> 
#include<math.h> 
void таіп() 


float x,y,z,o,d 

double X1,X2, fi, th. х3, #3, К=0.5,КК=0. 333, kkkz0.25, kkkk-0.2; 
int i-0, nn-2, nnn-3, nnnn-4, nnnnn«5 Н 

/nn-2; mm-3; 

ci rserQs 

printf("t THE solution FOR eqe.IS: n"); 

а wane ۶۵۷۸۸۱۳۱۴۹01: 


x=fl;y=f2; za «X1;0«X2;dsf3;t-X3; 
fl- =2+C-f2`f 3); 
f2=((- -fl*x1)+(- f3"x3))/x2; 
f3-(2/3- CF1* CpowC xl, пп)))- (#2° (powC X2,nn)22)/(powC Х3,пп)); 
//powCX1,k) ;pow(X2, "х 
1-2 Ç Cta (pow( x2, سس امس‎ f3*(pow( x2,nnn))))/fl ; 
Dw ( X 
ka= (2/5-Cfl*(pow( X1,nnnn)))-Cf3*(pow( X3,nnnn))))/f2; 
pow(X2 , kkk) ; 
X3s(C-f1* (ponc X1,nnnnn)))-(Cf2*(pow( Xx2,nnnnn))2)/f3; 
راس‎ kk 


juhi le(Cfabs(f1- x)&&fabs (f2-y)&&fabs(X1-z)&&fabs (X2 -o)&&Fabs(f3-d)&&fabs(X3-t))» 


printti doXdNnrfFl-XPynNrF22 Pn РЗ Ртг п rX22X تعن‎ fnr", i, fi.T2.T3, 
x1,X 
;getchO ;) 


الشكل )6.10( تربيعات جاوس بلغة C‏ لثلاثة نقاط 
الجدول )2.10( نتائج البرنامج بالشكل )6.10( لثلاثة نقاط. 


a‏ سس ججت-۔- 
THE solution FOR ее 15: .‏ 


555 م 





xa. s. TT 
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0 بعض التوزيعات الإحصائية 
المتوسط والانحراف ال معياري Mean & Standard Deviation‏ 

لكي نعرف ما هو المتوسط وما هو الانحراف المعياري علينا أن ندرس بعض التعريفات أولاً: 
تعريف 1 


تسمى فئة القياسات اللانهائية لكمية ما بالتعداد الام (Parent Population)‏ كما تسمى 
فئة قياسات محدودة للكمية بتوزيعة عينة أو بعينة. 


كما أن العلاقة التى تربط البارامتر (Parent Parameter) (P.P) e‏ والبارامتر التجريبى 
(E.P) (Experimental Parameter)‏ هى: 


P.P = lim(E.P.) 


N=% 


متوسط التعداد الأم (H)‏ هو عبارة عن نهاية مجموع القياسات x,‏ للكمية x‏ مقسوماً على 
عدد القياسات عندما يؤول هذا العدد إلى مالا نهاية. 


أي أن: 
1 | 
Ain (9.10)‏ یت и=‏ 


Моо 


وهكذا نلاحظ أن المتوسط هو مثابة مركز هذه القيم أو القياسات (لاحظ الفرق 
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بين المتوسط والوسيط ty)‏ والذي هثل القيمة عند منتصف العدد N‏ من القياسات ؛ 
A‏ 5 
أي أن نصف القياسات تأت قبله ونصفها „(озо‏ 








تعريف 3 
ie‏ الانحراف للقيمة ,د من المتوسط بالفرق بين القيمة x,‏ والمتوسط и‏ أي أن 
d,-x;-u‏ 
لاحظ أن متوسط الانحراف في كل القيم يساوي الصفر. 
lim X: ۸ lim Ly x, H-u-u-0‏ 
No«N N‏ 
تعريف 4 


تسمى نهاية متوسط مربعات الانحرافات من المتوسط ш‏ بالاختلاف (أو التغاير) с?‏ 
(Variance)‏ أي أن: 





а? = lim x Xs y | 


Мо 
5 تعريف‎ 
الانحراف المعياري هو الجذر التربيعي للاختلاف أي أن:‎ 
o - do? 


نلاحظ أن لل و Hy‏ تمثل ST‏ القيم المحتملة. كما أن Ш‏ هو أحد البارامترات 
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كما أنها تحمل نفس‎ .(Probability Distribution) التي تعين التوزيعة الاحتمالية‎ 
(True Value) القيمة الحقيقية للكمية المقاسة‎ Ја الوحدات‎ 


Ul‏ © و ^0 فهي تختص مقدار عدم التأكد (uncertainty)‏ اللصيق با محاولات التجريبية 
لتعيين القيمة الحقيقية أو بصورة أخرى يكون الانحراف المعياري مقياسا مناسبا لعدم التأكد في 
ملاحظاتنا نتيجة للتقلبات (أو الاضطرابات) (fluctuations)‏ 


ولو نظرنا للشكل )7.10( والذي هثل العلاقة بين الاحتمالية Р(х)‏ والكمية x‏ لتبينا معاني 
كل من المتوسط والوسيط والانحراف المعياري. 
وبصدد ذكر التوزيعات الاحتمالية فإننا نود الذكر بأنه توجد توزيعات منفصلة (Discrete)‏ 
وتوزيعات مستمرة؛ وأن القيمة المتوقعة لأي بارامتر f(x)‏ تعرف على أنها: 
Р(х)‏ 


ГА 


الشكل )7.10( توضيح للمتوسط والوسيط والانحراف المعياري 


(C= im Z| Xon) f 109P 
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ويمكننا مرة أخرى اعتبار البارامترين الأساسيين Š‏ أي عينة على أنهما: 


и=х= У امتوسط:‎ 

9 

gie (x, - x) : الاختلاف‎ 
N-1 


وحيث نرى هنا Ul‏ قسمنا على 1- N‏ بدلا من № والتي تدل الآن على эзе‏ درجات 
الحرية؛ فبتعيين X‏ نقصت درجات الحرية من .N-1 JEN.‏ 

وهذا ما سبق وأن تطرقنا إليه في فصل سابق. 

وهكذا لو تم تعيين X‏ و 07 فإنه لتعيين أي بارامتر آخر (ثالث) للعينة نقسم على 2- N‏ 
.و عموماً لو كانت البارامترات المعينة т‏ وعدد القياسات № فإنه لتعيين البارامتر رقم m+]‏ 
بعض التوزيعات الاحتمالية 
1. التوزيعة ذات الحدين 

وهي تصف احتمال ملاحظة r‏ من СУЫ‏ الناجحة في 7 منها وذلك عندما تكون 
احتمالية النجاح à‏ كل محاولة تساوي .p‏ 


! 
P,(r,n,p)= "С,ра"” = = ۰م‎ 


ти = 
q=1- p 
= йш 
o = np(1- р) 
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2 توزيعة بواسون 
وتصلح هذه لوصف العينات الصغيرة من تعدادات ضخمة كما أنها تعتبر حالة خاصة من 

التوزيعة ذات الحدين عندما تكون п‏ كبيرة و и‏ ثابتة: 

ш? 

P (x,n)= — e" 

x! 
3.التوزيعة الجاوسية‎ 
WĪ كبيرة و م محدودة .. كما‎ п تعتبر هذه أيضاً حالة خاصة من التوزيعة ذات الحدين وذلك ل‎ 
تناسب التوزيعة المتناسقة السلسة.‎ 


(e)‏ سیا > ( 6دا رط 








-3i 2b Ё n ñ 25 м 


الشكل )8.10( التوزيعة الجاوسية 
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mm الفصل العاثر‎ mm 


والشكل )8.10( يوضح هذه التوزيعة حيث نلاحظ أن ا محور الأفقي هثل x — ш‏ وأن نصف 
العرض 2.3456 = Г‏ والخطأ ا محتمل 0.62456 = P.E.‏ . 

والعرض الكلى هو العرض عند نصف القيمة العظمی. كما أن الخطأ Јаде‏ هو القيمة 
المطلقة للانحراف X — Ш‏ بحيث يكون احتمال الانحراف SÑ‏ ملاحظة عشوائية | - |х,‏ أقل من 
أو يساوي النصف. 

والتوزيعة الجاوسية مناسبة جداً وذلك من خلال التجارب المختلفة التي تم تطبيق التوزيعة 
عليها؛ و تسمى أيضا بالتوزيعة الطبيعية. 
4.التوزيعة اللورانترية 

هذه التوزيعة تصلح لوصف بيانات فيزياء نووية» حيث يتم استخدامها عند التصرف الرنيني 
c Resonance Behavior‏ وذلك ما يحدث ole‏ في حالة التغير في القطاع العرضي للتفاعلات النووية 
نسبة للطاقة أو من خلال التغير فيه بالنسبة لسرعة امتصاص الإشعاع كما يحدث بظاهرة موسبار 
وتوصف التوزيعة اللورانترية على الشكل: 


r 
1 
P,(x, ui T) 2 I? 
z (х-и) «VA 
إن الحديث حول هذه التوزيعات وغيرها يطول ولكن لم يكن بوسعنا هنا سوى التعریج وف عجالة‎ 
. على هذا الموضوع ومن له اهتمام أكبر به أن يرجع للمراجع المذكورة بآخر الكتاب‎ 
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mm ها مواضيع متنوعة‎ n 


تمارين (10) 


قم بكتابة تفاصيل ال مثال (1.10). 


أكتب برنامجا حاسوبيا يحسب معاملات و إحداثيات تربيعيات جاوس эл)‏ 456 نقاط و 
قارن بما جاء بالفصل الرابع.طبق ما توصلت إليه من نتائج على أمثلة من عندك و سجل 
ملاحظاتك. 


((لا فرق بين المتوسط و الوسيط)) ما مدى Ао‏ هذه العبارة ؟ 

ما هي العلاقة بين الاختلاف والانحراف ا معياري؟ 

قم باشتقاق صيغ Ш‏ و O^‏ للتوزيعة ذات الحدين. 

من خلال تمحیصك بالتوزيعتين الجاوسية واللورانتزية؟ هل يمكنك اكتشاف الفرق بينهما؟ 
اضرب بعض الأمثلة على ا مجالات التي يمكن تطبيق التوزيعة اللورانتزية بها. 
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ا معنى الكلمة 
A‏ 
تقريب Approximation‏ 
B‏ 
تصرف Behavior‏ 
ذات الحدين Binomial‏ 
حد (أو حدي) Boundary‏ 
C‏ 
معامل Coefficient‏ 
محسوب Computed‏ 
حاسوب Computer‏ 
شرط Condition‏ 
عدم تناقض Consistency‏ 
تصحيح Correction‏ 
مصحح Corrector‏ 
منحنى Curve‏ 
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Data 
Deviation 
Diagonal 
Difference 
Differential 
Discrete 


Distribution 


Edge 
Eigenvalue 
Rigenvector 
Elliptic 
Equation 
Error 
Expected 
Exponential 
Experimental 
Explicit 
Extended 


m a OLI معجم‎ ип 


بيانات 
انحراف 
فرق 
تفاضلى 


توزيعة 


حافة 

قيمة ذاتية 
متجه ذاق 
ناقصى 
معادلة 


صرح 


ممتد (أو امتداد) 
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F 
Figure شكل‎ 
Finite محدود منته‎ 
Fitting ملائمة‎ 
Flow تدفق‎ 
Fluctuation تقلبات» اضطرابات‎ 
Function دالة‎ 
6 
Geometric هندسي‎ 
Gauss Quadrature gals تربيع‎ 
H 
Heat alla 
Hyperbolic زائدي‎ 
1 
Implicit ضمني‎ 
Initial ابتدائی‎ 
Instability عدم اتزان‎ 
Interval فترة‎ 
K 
Kind توغ‎ 
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L 
Least Squares مربعات صغرى‎ 
Linear خطي‎ 
M 
Matrix مصفوفة‎ 
Maximum قيمة عظمى‎ 
Mean متوسط‎ 
Median وسيط‎ 
Method 42 jb 
Minimum قيمة صغرى‎ 
Modified معدل‎ 
More أكثر‎ 
Multiple متعدد‎ 
N 
Necessary ضروري‎ 
Normalized عياري‎ «дезо 
Numerical عددي‎ 
0 
Off-diagonal غير قطري‎ 
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Operator 


Ordinary 


Parabolic 
Partial 
Polynomial 
Popular 
Potential 
Predictor 
Probability 
Problem 


Program 


Quadratic 


Real 
Rectangle 


Region 


Regression 
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مؤثر 


عادي 
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Relative 


Resonance 


Shooting 
Side 

Single 
Smooth 
Squares 
Stability 
Standard 
State 
Solution 
Solve 
Sufficient 
Subinterval 
Subroutine 


Symmetric 


Table 


384 


Transformation 
Trigonometric 


True 


Uncertainty 
Unique 
Uniqueness 


Unsteady 


Value 


Variance 


Vector 


Width 


Zero 
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